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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 

 

Η παρούσα πτυχιακή εργασία µε τίτλο «ΠΡΟΟ∆ΟΙ, ΡΑΝΤΕΣ ΚΑΙ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 

ΤΟΥΣ» εκπονήθηκε από φοιτητές του Τµήµατος Λογιστικής και Χρηµατοοικονοµικής της 

Σχολής ∆ιοίκησης και Οικονοµίας του Ανώτατου Τεχνολογικού Ιδρύµατος ∆υτικής 

Ελλάδας (έδρα Ι.Π. Μεσολογγίου), µε σκοπό την ανάλυση και την κατανόηση του 

χρηµατοπιστωτικού συστήµατος υπολογισµού του οφειλόµενου τόκου σε χορηγούµενα 

δάνεια ή αποδιδόµενου τόκου σε κατατεθειµένα κεφάλαια.   

 

Ευχαριστούµε πολύ τον αξιότιµο καθηγητή µας κο Μεγαρίτη Αθανάσιο που µας 

υπέδειξε ένα τόσο ενδιαφέρον θέµα καθώς επίσης και για την πολύτιµη βοήθειά του.   

 

 

 

 

 



 

ΠΕΡΙΛΗΨΗ 
 

Το βασικότερο συνδετικό κρίκο µεταξύ των επιµέρους κοµµατιών για την ανάπτυξη 

µιας σύγχρονης οικονοµίας αποτελεί ένα αποτελεσµατικό και ανταγωνιστικό 

χρηµατοπιστωτικό σύστηµα. Οι τράπεζες και η πραγµατική οικονοµία βρίσκονται σε 

συνεχή επαφή και αλληλεπίδραση µεταξύ τους 

Το εύρος των τραπεζικών προϊόντων και υπηρεσιών διευκολύνουν τη δηµιουργία 

ενός ανταγωνιστικού περιβάλλοντος, µέσα στο οποίο µπορούν να κινηθούν σε πλεονεκτική 

θέση οι καταναλωτές, µε γνώµονα την οικονοµική βελτίωσή τους µε αποτέλεσµα την 

καλυτέρευση του βιοτικού τους επιπέδου. Μέσα από πολλές επιλογές, µπορούν να 

διασφαλίζουν συµφέροντες όρους δανεισµού για τις ανάγκες τους, αλλά και να συγκρίνουν 

τις λοιπές υπηρεσίες σε όλα τα επίπεδα.  

Η παρούσα εργασία ασχολείται µε τον µηχανισµό υπολογισµού των τόκων επί 

οφειλόµενων δανείων (επαγγελµατικών, στεγαστικών, καταναλωτικών, προσωπικών) 

καθώς και των τόκων από κατατεθειµένα κεφάλαια.  

Ειδικότερα αναφέρεται στις ακολουθίες, στις προόδους, στον ανατοκισµό και στις 

ράντες καθώς επίσης και στις εφαρµογές τους. 
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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 

Στην εργασία αυτή θα ασχοληθούµε µε τις ακολουθίες, τις προόδους 

(Κεφάλαιο 1), τον ανατοκισµό (Κεφάλαιο 2), τις ράντες (Κεφάλαιο 3) καθώς και τις 

εφαρµογές τους και τον τρόπο που αυτά σχετίζονται µεταξύ τους (Κεφάλαιο 4). 

Ως ακολουθία ορίζεται η απεικόνιση ενός συνόλου φυσικών αριθµών  στο 

σύνολο των πραγµατικών αριθµών. Στην πράξη αυτό σηµαίνει ότι οι αριθµοί 

ακολουθούν ο ένας τον άλλο µε λογική σειρά, δηλαδή αυξανόµενοι η µειούµενοι κατά 

τον ίδιο τρόπο και κατά την ίδια ποσότητα κάθε φορά.  

 Οι ακολουθίες µπορούν να διαχωριστούν στα εξής είδη: ορισµένες ή αόριστες, 

ανάλογα µε το αν ορίζονται η όχι οι όροι τους και συγκλίνουσες η αποκλίνουσες, οι 

οποίες ακολουθούνται από κριτήρια, ιδιότητες, και κατηγορίες που µελετώνται στο 

αντίστοιχο κεφάλαιο. 

 Ένας άλλος τρόπος ορισµού των ακολουθιών είναι ο αναδροµικός τύπος κατά 

τον οποίο µας δίνεται η δυνατότητα γνωρίζοντας τον πρώτο όρο, τον τρόπο που 

λειτουργεί η ακολουθία, καθώς και τον προηγούµενο να υπολογίσουµε οποιοδήποτε 

όρο της. 

 Επίσης, αν καλύπτουν κάποια ορισµένα κριτήρια µπορούν να είναι γνησίως 

αύξουσες ή γνησίως φθίνουσες, αυτό καλείται µονοτονία της ακολουθίας και 

φραγµένες, απόλυτα φραγµένες, άνω ή κάτω φραγµένες όπου είναι το φράγµα της 

ακολουθίας. Η µονοτονία της ακολουθίας, ως γνησίως αύξουσα και µόνο και το 

φράγµα της επηρεάζουν αντίστοιχα και κάποιες υποκατηγορίες της, τις υπακολουθίες. 

 Προέκταση και πιο ειδική κατηγορία των ακολουθιών αποτελούν οι πρόοδοι. 

Αποτελούνται από τρείς κατηγορίες οι οποίες είναι:  

 1) Αριθµητική πρόοδος είναι µια ακολουθία αριθµών κατά την οποία κάθε 

όρος της προκύπτει µε πρόσθεση ενός ίδιου σταθερού αριθµού στον προηγούµενο του  

 2) Γεωµετρική πρόοδος είναι εξίσου ακολουθία αριθµών κατά την οποία κάθε 

όρος της προκύπτει µε τον πολλαπλασιασµό ενός σταθερού αριθµού διάφορου του 

µηδενός στον προηγούµενο όρο και τελευταία η  

 3) Αρµονική πρόοδος κατά την όποια πρέπει κάθε όρος να είναι διάφορος του 

µηδενός. 

 Και για τις τρεις κατηγορίες το σχετικό κεφάλαιο πραγµατεύεται και σχετικά 

για την κάθε κατηγορία των προόδων όπως ο αρµονικός µέσος για την αρµονική 

πρόοδο, η µονοτονία, η εύρεση του γενικού όρου η παρεµβολή µέσου και ο 

υπολογισµός του αθροίσµατος των όρων της αριθµητικής προόδου, και ο υπολογισµός 

των όρων και παρεµβολή των γεωµετρικών ενδιαµέσων στη γεωµετρική πρόοδο. 
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 Στη συνέχεια θα δούµε και θα ασχοληθούµε µε τον ανατοκισµό ο οποίος 

χρησιµοποιείται στα τραπεζικά ή χρηµατοοικονοµικά µαθηµατικά. Βασικές έννοιες 

των µαθηµατικών αυτών αποτελούν το κεφάλαιο το οποίο ορίζεται ως κάθε χρηµατικό 

ποσό το οποίο χρησιµοποιείται για δανεισµό και έχει την  ικανότητα παραγωγής. Ο 

χρόνος είναι το διάστηµα κατά το οποίο το κεφάλαιο έχει την δυνατότητα να παράγει 

και διαιρείται σε πολιτικό, µικτό, και εµπορικό έτος µε υποδιαιρέσεις το εξάµηνο, το 

µήνα και την ηµέρα. Ο τόκος ορίζεται σαν η πρόσθετη αµοιβή που δίνει ο οφειλέτης 

στον δανειστή για όσο  διάστηµα χρησιµοποιεί το κεφάλαιο µέχρι την αποπληρωµή 

του και υπολογίζεται µε ποικίλους τρόπους. Τελευταία έννοια είναι το επιτόκιο και 

αποτελεί τον τόκο του  κεφαλαίου µιας νοµισµατικής µονάδας για µια χρονική 

περίοδο, µε τρία είδη: το προεξοφλητικό, το νόµιµο και το συµβατικό επιτόκιο. 

 Μεγάλο κοµµάτι των τραπεζικών µαθηµατικών αποτελεί ο ανατοκισµός. 

Ως ανατοκισµός ορίζεται η διαδικασία κατά την οποία ο δανειστής δεν 

εισπράττει τον τόκο στο τέλος κάθε περιόδου αλλά τον προσθέτει στο κεφάλαιο µε 

αποτέλεσµα να γίνεται ο ίδιος ο τόκος κεφάλαιο. 

 Βέβαια ο ανατοκισµός µπορεί να εφαρµοσθεί σε ορισµένες περιπτώσεις και όχι 

σε κάθε µορφή δανεισµού. Η λειτουργία του, από οικονοµική άποψη, αποτελεί καθαρά 

παραγωγικό παράγοντα και ρυθµίζεται από νοµοθετικές πράξεις και διατάξεις έτσι 

ώστε να είναι αρµονικά παραγωγική και εύρυθµη. 

 Στο σχετικό κεφάλαιο θα µελετήσουµε ακόµη κάποιες εφαρµογές του όπως στις 

καταθέσεις και στις τράπεζες, τη χρονική διάρκεια εφαρµογής του ανάλογα µε κάθε 

εφαρµογή, τις προϋποθέσεις εφαρµογής του, και τους κινδύνους που ενέχει.  

Η ράντα σαν όρος προέρχεται από τον αγγλικό όρο rent ή annuity και στα 

ελληνικά σηµαίνει χρηµατοσειρά ή χρηµατοροή. Αποτελείται από τον όρο, την 

περίοδο, την αρχή και το τέλος της ράντας. Χαρακτηρίζεται από την αρχική αξία η 

οποία βοηθά στην αξιολόγηση των επενδύσεων, ανάλογα µε το χρηµατικό της ύψος σε 

σχέση µε το ύψος της σχετικής επένδυσης και την τελική αξία της. 

 Οι ράντες ανάλογα µε το είδος τους, αναλύονται στις εξής κατηγορίες:  

 1) Σταθερές και µεταβλητές  

 2) Ληξιπρόθεσµες και προκαταβλητέες  

 3) Πρόσκαιρες και διηνεκείς  

 4) Άµεσες και µέλλουσες   

 5) Ακέραιες και κλασµατικές και τέλος στις  

 6) Βέβαιες και τυχαίες. 
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 Σε κάθε περίπτωση, ανάλογα µε το είδος, µπορούµε να τις υπολογίσουµε µε 

διαφορετικό τρόπο καθώς επίσης και όποιο  άλλο στοιχείο µας  λείπει όπως τον όρο 

της το επιτόκιο ή την περίοδο της. 

 Οι ράντες εκτός από τις ευρέως γνωστές εφαρµογές τους όπως τα δάνεια και τα 

ενοίκια, χρησιµοποιούνται επίσης  και σε αξιολόγηση των επενδύσεων για ευκολότερη  

και σωστότερη λήψη επιχειρηµατικών αποφάσεων, καθώς επίσης και στην απόσβεση 

παγίων στοιχείων, ατοµικά η µαζικά, µε την βοήθεια της σύνθετης παραγωγικής 

διάρκειας. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ - ΠΡΟΟ∆ΟΙ 
 

1.1    Ακολουθίες 

1.1.1 Ορισµός 

 

 Ακολουθία πραγµατικών αριθµών ονοµάζεται κάθε απεικόνιση του συνόλου N 

των φυσικών αριθµών, στο σύνολο R των πραγµατικών αριθµών.Π.χ:3,5,7,…. ή 

5,15,25,…Όπως είναι εύκολο να καταλάβει κανείς στις ακολουθίες οι αριθµοί 

διαδέχονται ο ένας τον άλλον µε λογική σειρά. Στην πρώτη περίπτωση ο επόµενος 

αριθµός προκύπτει αν προσθέσουµε 4 στον προηγούµενο, ενώ στη δεύτερη περίπτωση ο 

επόµενος αριθµός προκύπτει αν προσθέσουµε στον προηγούµενο 10. 

 Μία ακολουθία µπορεί να είναι ορισµένη εφόσον είναι γνωστό ποιος 

πραγµατικός αριθµός αντιστοιχεί σε κάθε φυσικό αριθµό. Σε µία τέτοια περίπτωση 

έχουµε: 

 

α) ∆ίνεται ο νιοστός όρος της ακολουθίας συναρτήσει του n,ώστε για κάθε n  N 

να έχουµε την τιµή του αντίστοιχου όρου π.χ. : , n=1,2,3… 

 

Τότε έχουµε :  = = ,  = = ,  = 

 
 

Αν πρόκειται για µια τυχαία ακολουθία και όχι µια συγκεκριµένη όπως 

προηγουµένως, θέλοντας να δηλώσουµε ότι γνωρίζουµε τον νόµο βάσει του οποίου κάθε 

n ∈ N αντιστοιχεί σε έναν και µόνο πραγµατικό αριθµό και γράφουµε: 

 

(αn),n=1,2,3…  
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(αn)n∈N n=1,2,3…ή πιο απλά 

 

(αn),n ∈ N. 

 

Αφού η ακολουθία πραγµατικών αριθµών είναι συνάρτηση µε πεδίο ορισµού το N 

και τιµές στο R έχουµε: 

 

α:N→R ή 

 

N ∋ n→ αn ∈ R 

 

β) Ο δεύτερος τρόπος που µπορεί να ορισθεί µια ακολουθία είναι µε τον 

αναδροµικό τύπο. Σε αυτήν την περίπτωση µας δίνεται ο πρώτος όρος της ακολουθίας 

και ένας νόµος µέσω του οποίου µπορεί να υπολογισθεί ένας τυχαίος όρος της 

ακολουθίας από τον προηγούµενο του. Τότε µε τη γνωστή επαγωγική µέθοδο µπορούµε 

να υπολογίσουµε όλους τους όρους της ακολουθίας, αφού ο πρώτος όρος είναι γνωστός 

και µε την υπόθεση ότι γνωρίζουµε τον όρο τάξης k µπορούµε να υπολογίσουµε τον όρο 

τάξης k+1.Π.χ. δίνεται ακολουθία α1=1,α2=1/2 και αn+2=αn+1-2 αn+3, n ∈ N, τότε λέµε 

ότι η ακολουθία (αn) ορίζεται από αναδροµικό τύπο δεύτερης τάξης και µε τον ίδιο 

τρόπο µπορεί να γενικευθεί σε αναδροµικό τύπο τρίτης, τέταρτης τάξης κ.ο.κ. 
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1.1.2 Μονοτονία και φράγµα ακολουθίας 

1.1.2.1 Μονοτονία 
 

• Μία ακολουθία (αn) λέγεται γνήσια αύξουσα 

όταν αn+1>αn για κάθε n ∈ N. 

Οπότε έχουµε: (αn) ↑ ⇔ αn+1>αn  ∀ n ∈ N. 

 

• Σε µία γνήσια αύξουσα ακολουθία ο τυχαίος 

αριθµός της ακολουθίας είναι µεγαλύτερος από κάθε προηγούµενο του, οπότε 

ένας ισοδύναµος ορισµός είναι  

(αn) ↑ ⇔ ∀ n, m ∈ N µε m>n ⇔ αm>αn. 

 

• Μία ακολουθία (αn) λέγεται γνήσια φθίνουσα 

όταν αn+1<αn για κάθε n ∈ N. 

Οπότε έχουµε: (αn) ↓ ⇔ αn+1<αn ∀ n ∈ N. 

 

• Σε µία γνήσια φθίνουσα ακολουθία ο τυχαίος 

αριθµός της ακολουθίας είναι µικρότερος από κάθε προηγούµενο του, οπότε ένας 

ισοδύναµος ορισµός είναι 

(αn) ↓ ⇔ ∀ n, m ∈ N µε m>n ⇔ αm<αn. 
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   Αν στους προηγούµενους ορισµούς ισχύει η ισότητα αn+1=αn για τουλάχιστον µία 

τιµή του n τότε έχουµε αn+1≥αn ή αn+1≤αn, n ∈ N, οπότε η ακολουθία θα λέγεται αύξουσα 

ή φθίνουσα αντίστοιχα και σηµειώνουµε an ↑ ή αn ↓ αναλόγως. 

 

   Αν µία ακολουθία ικανοποιεί έναν από τους παραπάνω ορισµούς ονοµάζεται 

µονότονη. 

Για να διαπιστώσουµε την µονοτονία µιας ακολουθίας εργαζόµαστε µε έναν από 

τους παρακάτω τρόπους: 

 

α) Σχηµατίζουµε τη διαφορά αn-1 - αn. Αν αn-1 – αn>0, ή <0, ∀ n ∈ N, η (αn) είναι 

γνησίως αύξουσα ή γνησίως φθίνουσα αντίστοιχα. Αν στις παραπάνω ανισότητες 

υπάρχει ένα n που να δίνει ισότητα τότε η (αn) είναι αύξουσα ή φθίνουσα αντίστοιχα. 

 

β) Αν οι όροι της ακολουθίας διατηρούν πρόσηµο µπορούµε να θεωρήσουµε τον 

λόγο  αn+1/αn και τον συγκρίνουµε µε τη µονάδα και µε αυτόν τον τρόπο βγάζουµε 

συµπέρασµα για την µονοτονία. 

 

γ) Για να δείξουµε ένα συγκεκριµένο είδος µονοτονίας ξεκινάµε µε αυτό που 

θέλουµε να δείξουµε και µε ισοδυναµίες καταλήγουµε σε σχέση που ισχύει. 

 

δ) Όταν η ακολουθία µας δίνεται από αναδροµικό τύπο, τότε συνήθως 

διαπιστώνουµε τη µονοτονία µε την χρήση της επαγωγικής µεθόδου. 

 

 

 

 

 

 

1.1.2.2 Φράγµα 

 

     Μία ακολουθία (αn) είναι άνω φραγµένη όταν υπάρχει ένας πραγµατικός 

αριθµός B τέτοιος ώστε αn≤ B, ∀ n ∈ N. Ο B λέγεται ένα άνω φράγµα της (αn). Κάθε 

B΄>B είναι και αυτός ένα άνω φράγµα. Στην περίπτωση που η ακολουθία είναι γνησίως 

φθίνουσα τότε αn<α1, ∀ n ∈ N, τότε ένα άνω φράγµα είναι ο πρώτος όρος της 

ακολουθίας. 
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Έτσι κατ’ αναλογία έχουµε: 

 

• Μία ακολουθία (αn) λέγεται κάτω φραγµένη 

όταν υπάρχει πραγµατικός αριθµός b τέτοιος ώστε b≤an, ∀ n ∈ N. Το b λέγεται 

κάτω φράγµα της (αn). 

• Μία ακολουθία (an) λέγεται φραγµένη όταν 

υπάρχουν πραγµατικοί αριθµοί Β,b τέτοιοι ώστε b≤αn≤B, ∀ n ∈ N. 

• Μία ακολουθία (αn) λέγεται απόλυτα φραγµένη 

όταν υπάρχει θετικός πραγµατικός αριθµός Α τέτοιος ώστε |αn|≤A, ∀ n ∈ N. 

 

1.1.3 Υπακολουθίες πραγµατικών αριθµών 

 

Υπακoλουθία µιας ακολουθίας (αn) ονοµάζεται κάθε ακολουθία (bn) µε bn=αkn, n ∈ 

N, όπου (kn) είναι γνησίως αύξουσα ακολουθία φυσικών αριθµών. 

 

Παράδειγµα 1: Αν από την ακολουθία (αn) λάβουµε τους όρους που έχουν άρτιους 

δείκτες 2,3,6…2n…άρα τους όρους α2,α4,α6,…α2n…σχηµατίζεται η ακολουθία bn=α2n.Η 

bn είναι υπακολουθία της αn. Με τον ίδιο τρόπο για kn=2n-1 µπορούµε να σχηµατίσουµε 

την υπακολουθία bn=α2n-1 µε τους περιττούς δείκτες, δηλαδή την υπακολουθία 

α1,α3,α5…α2n-1… 

 

Παράδειγµα 2: Αν kn=3n τότε η (kn) είναι γνησίως αύξουσα και σχηµατίζεται η 

υπακολουθία (α3n) δηλαδή η α3,α6,α9,…α3n…Με τον ίδιο τρόπο µπορούµε να 

σχηµατίσουµε τις υπακολουθίες (α3n-1) και (α3n-2) δηλαδή τις α2,α5,α8…α3n-1…και 

α1,α4,α7…α3n-2…αντιστοίχως. 

 

Παράδειγµα 3: Αν kn=2
n
, η (kn) είναι γνησίως αύξουσα και σχηµατίζεται η 

υπακολουθία (α2
n
), δηλαδή α2,α4,α8,α16…α2

n
… 

 

Για να σχηµατίσουµε τις υπακολουθίες (α2n) και (α2n-1) του παραδείγµατος 1 

χρησιµοποιούµε όλους τους όρους της ακολουθίας (αn) για αυτό και λέµε ότι η 
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ακολουθία (αn) διαχωρίζεται στις υπακολουθίες (α2n) και (α2n-1). Με τον ίδιο τρόπο στο 

παράδειγµα 2 η ακολουθία (αn) διαχωρίζεται στις υπακολουθίες (α3n) και (α3n-1) και (α3n-

2). Γενικότερα ένας τρόπος να διαχωρίσουµε την ακολουθία (an) είναι να θεωρήσουµε 

τις υπακολουθίες (αrn),(αrn-(r-1)),..,(αrn-1), r ∈ N. 

 

Επίσης για τις υπακολουθίες ισχύουν οι εξής προτάσεις: 

• Αν η ακολουθία (αn) είναι φραγµένη τότε κάθε 

υπακολουθία αυτής ( ) είναι φραγµένη. Όµοια αν η ακολουθία (αn) είναι άνω 

κάτω φραγµένη τότε κάθε υπακολουθία της ( ) είναι άνω κάτω φραγµένη. 

• Αν έστω και µία υπακολουθία ( ) της 

ακολουθίας (αn) δεν είναι φραγµένη τότε και η ακολουθία (αn) δεν είναι 

φραγµένη. Όµοια αν έστω και µια υπακολουθία της (αn) δεν είναι άνω κάτω 

φραγµένη τότε και η ακολουθία (αn) δεν είναι άνω κάτω φραγµένη. 

• Αν η ακολουθία (αn) είναι γνησίως αύξουσα, 

τότε και κάθε υπακολουθία αυτής ( ) είναι γνησίως αύξουσα. Όµοια αν έστω 

και µία υπακολουθία της (αn) είναι γνησίως φθίνουσα, τότε κάθε υπακολουθία 

αυτής ( ) είναι γνησίως φθίνουσα. 

• Αν (kn) είναι γνησίως αύξουσα ακολουθία 

φυσικών αριθµών τότε kn≥n για κάθε n ∈ N. 

 

 

1.1.4 Σύγκλιση ακολουθιών στο R 

1.1.4.1 Η έννοια της περιοχής 
 

     Περιοχή ενός πραγµατικού αριθµού  ονοµάζουµε κάθε ανοικτό διάστηµα 

(α,b) που περιέχει το . Για την σύγκλιση ακολουθιών ιδιαίτερο ενδιαφέρον 

παρουσιάζουν οι περιοχές του  της µορφής ( -ε, +ε) όπου ε πραγµατικός 

θετικός αριθµός. Σε µια περιοχή τέτοιας µορφής το  λέγεται κέντρο και ο θετικός ε 

ακτίνα της περιοχής.  
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Αν χ ∈ ( -ε, +ε) τότε -ε<  < +ε⇔-ε<  – <ε⇔|  – |<ε. 

 

     Πολλές φορές χρησιµοποιείται η έκφραση “τελικά όλοι οι όροι της 

ακολουθίας ανήκουν στην οποιαδήποτε περιοχή του ”. Με αυτήν την έκφραση 

εννοούµε ότι “όλοι οι όροι της ακολουθίας, εκτός από πεπερασµένου πλήθους όροι, 

ανήκουν σε οποιαδήποτε περιοχή του ”. Έτσι αν όλοι οι όροι της (αn) ανήκουν σε 

οποιαδήποτε περιοχή του , θα υπάρχει δείκτης n0 τέτοιος ώστε ∀ n ∈ N µε n≥n0, 

να έχουµε -ε<αn< +ε, για κάθε ε>0, αφού ισχύει για την οποιαδήποτε περιοχή 

του . 

1.1.4.2 Μηδενικές ακολουθίες 
 

     Μία ακολουθία αn λέγεται µηδενική αν όλοι οι όροι της ανήκουν σε 

οποιαδήποτε περιοχή του µηδενός. Μια τέτοια ακολουθία θα λέγεται µηδενική ή θα 

έχει όριο το 0 ή ότι τείνει στο 0 και θα σηµειώνουµε: 

  

 
 

Αν θέλαµε να δώσουµε έναν πιο συγκεκριµένο ορισµό θα λέγαµε: µια 

ακολουθία (αn) λέγεται µηδενική µόνο όταν για κάθε ε θετικό υπάρχει δείκτης nο, 

που εξαρτάται από το ε, έτσι ώστε |αn|< ε για κάθε n ∈ N µε n≥nο(ε). 

Άρα έχουµε:   

      

 

 

Παραδείγµατα µηδενικών ακολουθιών είναι οι παρακάτω  

 

= , = , =1/ , k θετικός ρητός 

 

Για να αποδείξουµε τον παραπάνω ορισµό ότι αn→0 ξεκινάµε από την σχέση 

|αn|<ε και µε ισοδυναµίες καταλήγουµε σε σχέση της µορφής n>f(ε). Σηµειώνουµε 

τον δείκτη n0(ε)=[f(ε)]+1 ο οποίος είναι ο ελάχιστος φυσικός αριθµός από τον οποίο 
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και µετά ισχύει |αn|<ε. Άρα καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι η (αn) είναι µηδενική 

ακολουθία. 

 

1.1.4.3 Συγκλίνουσες ακολουθίες σε πραγµατικό αριθµό 
 

 Όταν µια ακολουθία αn έχει την ιδιότητα όλοι της οι όροι να βρίσκονται σε 

οποιαδήποτε περιοχή του πραγµατικού αριθµού α, τότε λέµε ότι η ακολουθία αn 

συγκλίνει στο α ή ότι έχει όριο το α και γράφουµε: 

  

 
 

 Πιο συγκεκριµένα µε έναν ορισµό: 

Μια ακολουθία (αn) λέµε ότι συγκλίνει στο α ∈ R ή ότι έχει όριο το α ∈ R ή ότι 

τείνει στο πραγµατικό αριθµό α, µόνο όταν για κάθε ε θετικό αριθµό υπάρχει δείκτης n0 

που εξαρτάται από το ε, έτσι ώστε |αn-α| < ε για κάθε n ∈ Ν µε n≥n0(ε). 

Γράφουµε:  

 

  

 

 

Αν θέλουµε να αποδείξουµε µε τον ορισµό ότι µια ακολουθία (αn) έχει όριο τον 

πραγµατικό α τότε εργαζόµαστε όπως µε τις µηδενικές ακολουθίες αφού  

  

 
 

 
 

1.1.4.4. Ιδιότητες συγκλινουσών ακολουθιών 
 

• Κάθε συγκλίνουσα ακολουθία στο R έχει µόνο ένα όριο. 

• Κάθε συγκλίνουσα ακολουθία στο R είναι φραγµένη. 

Από την ιδιότητα αυτή συµπεραίνουµε ότι αν µια ακολουθία δεν είναι φραγµένη 

τότε η ακολουθία δεν συγκλίνει στο R. 

• Αν για µια ακολουθία (αn) έχουµε αn → α τότε και κάθε υπακολουθία αυτής έχει 

όριο το α. 

Από την ιδιότητα αυτή συµπεραίνουµε ότι αν δυο υπακολουθίες της αn δεν έχουν 

ίδιο το ίδιο όριο τότε η αn δεν συγκλίνει στο R. Επίσης αν µια ακολουθία χωρίζεται σε 
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ένα πλήθος υπακολουθιών που όλες έχουν κοινό όριο το α τότε και η ακολουθία αn έχει 

όριο το α. 

• Αν για µια ακολουθία (αn) έχουµε αn → α τότε |αn| → |α|. 

Αν α ≠ 0 το αντίστροφο δεν ισχύει.  

 

Π.χ. για την αn=(-1)
n
 έχουµε ότι |αn|=1 ∀n ∈ N οπότε  

 

 
 

όµως η αn δεν συγκλίνει αφού οι υπακολουθίες της α2n και α2n-1 έχουν διαφορετικό 

όρια  

 

  

 
 

Αν α=0 ισχύει και το αντίστροφο αφού    

 

 
 

 
 

 
 

 

• Αν για την ακολουθία (αn) έχουµε αn → α, τότε –αn → -α.  

• Αν για τις ακολουθίες (αn),(bn) έχουµε |αn|≤|bn| για κάθε n>n1 και bn→0, τότε και 

αn → 0. 

• Αν για τις ακολουθίες (αn),(bn) έχουµε αn≤bn ή µόνο αn<bn για κάθε n>n1 και 

αn→α, bn→b, τότε α≤b. 

• Αν οι ακολουθίες (αn), (bn), (cn) ικανοποιούν 

την bn ≤ αn ≤cn για κάθε n > n1 ή µόνο την bn < an < cn, ∀n > n1 και  
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• Το γινόµενο µηδενικής ακολουθίας επί φραγµένη ακολουθία δίνει σαν 

αποτέλεσµα µηδενική ακολουθία. Π.χ. αν αn → 0 και bn φραγµένη τότε αn × bn → 

0 

• Αν οι ακολουθίες (αn), (bn) συγκλίνουν στο R, µε αn → α, bn → b, τότε και η 

(αn+bn) συγκλίνει στο R και αn+bn → a+b. Έτσι:   

 

 

 

 

• Αν οι ακολουθίες (αn), (bn) συγκλίνουν στο R, µε αn → α, bn → b, τότε και η 

(αn
.
bn) συγκλίνει στο R και αn

.
bn → α

.
b. Έτσι: 

 

 

 

 

• Αν η ακολουθία (αn) µε αn ≠ 0, ∀n ∈ N, συγκλίνει στο R, µε αn → α, α ≠ 0,  τότε 

η ακολουθία (1/αn) συγκλίνει στο 1/α. 

• Αν η ακολουθία (αn) συγκλίνει στο R µε αn → a και η (bn) ≠ 0 , ∀n ∈ N, 

συγκλίνει στο R µε bn → b ≠ 0, τότε η (αn/bn) συγκλίνει στο R και ισχύει 

 

 

• Αν η ακολουθία (αn) συγκλίνει στο R µε αn → α, τότε η ακολουθία ( ) 

συγκλίνει στο R και 
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1.1.4.5 Βασικά όρια 

 

Τα παρακάτω όρια χαρακτηρίζονται ως βασικά γιατί τα θεωρούµε γνωστά όταν 

αντιµετωπίζουµε θέµατα σύγκλισης ακολουθιών. 

• Αν αn=1/n
k
 όπου k θετικός αριθµός τότε αn→0. 

• Αν αn=  όπου α θετικός αριθµός τότε αn→1. 

• Αν αn=ω
n
 µε |ω| < 1 ,ω ∈ R τότε αn→0 

• Αν για την ακολουθία (αn) έχουµε αn≠0, ∀ ∈ N 

και 

 

 

 

1.1.5 Κριτήρια σύγκλισης ακολουθιών στο R 

 

     Σε προβλήµατα που η µαθηµατική τους διατύπωση οδηγεί σε µία ακολουθία 

πραγµατικών αριθµών, αυτό που παρουσιάζει ενδιαφέρον είναι να γνωρίζουµε αν η 

ακολουθία συγκλίνει ή όχι. Γιατί αν γνωρίζουµε ότι η ακολουθία συγκλίνει τότε όλοι οι 

όροι της ακολουθίας θα βρίσκονται πολύ κοντά στο όριο της. Έτσι για να βρούµε την 

τιµή του ορίου αρκεί να πάρουµε την τιµή ενός όρου της ακολουθίας. Αν µάλιστα η 

ακολουθία είναι µονότονη τόσο καλύτερη προσέγγιση του ορίου θα έχουµε όσο πιο 

µεγάλη είναι η τάξη του ορίου που επιλέγουµε. Είναι αναγκαίο λοιπόν να γνωρίζουµε 

κάποια κριτήρια σύγκλισης ακολουθιών σε πραγµατικό αριθµό. 

 

1.1.5.1 Ικανό κριτήριο σύγκλισης στο R 

 

Αν µια ακολουθία είναι µονότονη και φραγµένη τότε συγκλίνει σε πραγµατικό 

αριθµό, αν είναι αύξουσα συγκλίνει στο ελάχιστον άνω φράγµα, ενώ αν είναι φθίνουσα 

στο µέγιστο κάτω φράγµα. 

1.1.5.2 Ικανό και αναγκαίο κριτήριο σύγκλισης στο R 
 

Το κριτήριο αυτό βασίζεται έννοια της ακολουθίας Cauchy η οποία ορίζεται ως 

εξής: 
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Μια ακολουθία (αn) λέγεται ακολουθία Cauchy µόνο όταν για κάθε ε > 0 υπάρχει 

δείκτης no(ε) που εξαρτάται από το ε, τέτοιος ώστε n ≥ no(ε) και ∀m ≥ no(ε), να 

έχουµε 

 |αn-αm| < ε. 

Αυτό που λέει ο παραπάνω ορισµός είναι ότι σε µια ακολουθία Cauchy όλοι οι 

όροι της ακολουθίας ανήκουν ο καθένας σε οποιαδήποτε περιοχή του άλλου.  

Οπότε τελικά για να συγκλίνει µια ακολουθία στο R πρέπει και αρκεί να είναι 

ακολουθία Cauchy. 

 

1.1.6 Αποκλίνουσες ακολουθίες 

 

     Όταν έχουµε µια ακολουθία (αn) που όλοι οι όροι της βρίσκονται στο σε 

οποιαδήποτε περιοχή του +∞ τότε λέµε ότι η ακολουθία αn αποκλίνει στο +∞ και 

γράφουµε:  

  

 
 

Με τον ίδιο τρόπο αν όλοι οι όροι της αn βρίσκονται σε οποιαδήποτε περιοχή του -

∞ λέµε ότι η αn αποκλίνει στο -∞ και γράφουµε: 

 

 
 

 

Πιο συγκεκριµένα: λέµε ότι αν η ακολουθία (an) έχει όριο +∞ µόνο για κάθε Μ>0, 

τότε υπάρχει δείκτης n0(M) τέτοιος ώστε για κάθε n ∈ N µε n≥n0(Μ) να έχουµε an>Μ. 

 

Οπότε γράφουµε: 

 

 
 

 

 Αν η ακολουθία (αn) έχει όριο -∞ µόνο για κάθε Μ>0 υπάρχει δείκτης n0(M) 

τέτοιος ώστε για κάθε n ∈ N µε n≥ (M) να έχουµε an<-M. 

 

Οπότε γράφουµε: 
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Από τις προηγούµενες σχέσεις έχουµε την ισοδυναµία: 

 

 

 
 

 

1.1.6.1 Ιδιότητες αποκλινουσών ακολουθιών 

 

Αν για µια ακολουθία (αn) έχουµε: 

  

 
 

 

 τότε και για κάθε υπακολουθία ( ) ισχύει: 

 

 

 
 

 

Αν για τις ακολουθίες (αn),(bn) ισχύει αn≤bn ή µόνο αn<bn, ∀n≥n1 τότε: 

 

 

1. Αν  

 

 

2. Αν  

  

 

 

                                                                

• Έστω ότι για τις ακολουθίες (αn),(bn),(cn) ισχύει bn≤αn≤cn ή µόνο bn≤αn≤cn, 

∀n≥n1 και  

 

 
 

  

Αντίστοιχα και µε το -∞. 

 

Αν για την ακολουθία (αn) ισχύει: 
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τότε η (αn) δεν είναι φραγµένη. Με τον ίδιο τρόπο αν για την ακολουθία 

(αn) ισχύει: 

 

 
 

 

τότε  η (αn) δεν είναι κάτω φραγµένη. 

 

• Αν η ακολουθία (αn) είναι αύξουσα και δεν είναι άνω φραγµένη, τότε η 

ακολουθία (αn) αποκλίνει στο +∞. Με τον ίδιο τρόπο η ακολουθία (αn) είναι 

φθίνουσα και δεν είναι κάτω φραγµένη, τότε η (αn) αποκλίνει στο -∞ 

 

 

• Αν  

 

 

 

όπου α πραγµατικός αριθµός ή +∞ ή -∞ και  

 

 

 
 

 

όπου b πραγµατικός αριθµός ή +∞ ή -∞, τότε: 

 

 

 
 

 

 εκτός από τις περιπτώσεις που (α=+∞,b=-∞)και(α=-∞,b=+∞).  

 

Έτσι µε την έννοια του ορίου είναι επιτρεπτές οι παρακάτω πράξεις: 

 

α+(+∞)=+∞, (+∞)-α=+∞, α+(-∞)=-∞, α-(+∞)=-∞, (+∞)-α=+∞, 

 

α-(-∞)=+∞, (-∞)-α=-∞, (+∞)+(+∞)=+∞, (-∞)+(-∞)=-∞, 

 

(+∞)-(-∞)=+∞, (-∞)-(+∞)=-∞, όπου α πραγµατικός αριθµός.  

 

            Με την έννοια του ορίου δεν µπορούµε να ορίσουµε τις εξής πράξεις: 

 

(+∞)+(-∞), (-∞)+(+∞), (+∞)-(+∞), (-∞)-(-∞) και λέµε ότι έχουµε  

όριο απροσδιόριστης µορφής του αντίστοιχου τύπου. 

 

                               (όριο αθροίσµατος αποκλινουσών ακολουθιών) 
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Αν  

 
 

 

όπου α πραγµατικός αριθµός ή +∞ ή -∞ και 

 

 

 
 

 

όπου b πραγµατικός αριθµός ή +∞ ή -∞, τότε: 

 

 

 
 

 

εκτός από τις περιπτώσεις όπου (α=0,b=+∞ ή -∞) και (α=+∞ ή -∞,b=0). Με 

βάση αυτήν την ιδιότητα µπορούµε να ορίσουµε τις εξής γενικευµένες 

πράξεις για τον πολλαπλασιασµό: 

 

  x
.
(+∞)=+∞, x

.
(-∞)=-∞,αν x>0, είναι θετικός πραγµατικός αριθµός  

 

  x(+∞)=-∞,x(-∞)=+∞,αν x<0,είναι αρνητικός πραγµατικός αριθµός και 

  

 

  (+∞)
.
(+∞)=+∞, (+∞)

.
(-∞)=-∞, (-∞)

.
(-∞)=+∞. 

 

Αν κάποιος από τους α,b είναι 0 και ο άλλος +∞ ή -∞, τότε το όριο lim 

αn
.
bn µπορεί να δώσει πραγµατικό αριθµό, +∞ ή -∞, ή να µην υπάρχει. 

Π.χ.: 

 

Αν αn= →0, bn=n
2
→+∞, τότε αn

.
bn=n→∞. 

 

Αν αn=1/n
2
→0, bn=n→+∞, τότε αn

.
bn= →0 

 

Αν αn=(-1)
n
/n→0, bn=n→+∞, τότε αn

.
bn=(-1)

n
, που δεν υπάρχει το όριο 

της. 

 

Έτσι λέµε ότι οι πράξεις 0
.
(+∞), 0

.
(-∞) δεν είναι γενικά επιτρεπτές ή ότι το 

όριο είναι της αντίστοιχης απροσδιόριστης µορφής. 

(όριο γινοµένου αποκλινουσών ακολουθιών) 
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• Έστω ακολουθία (αn) µε αn≠0 για κάθε n ∈ N. Αν  

 

 

 
 

 

Τότε:  

 

 
 

 

• Έστω ακολουθία (αn)≠0 για κάθε n ∈ N. Αν 

 

 

 

 

• Τότε: 

 
 

 

 

 

Αν 

 

 

 
 

 

Τότε:  

 

 
 

 

Αν  
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και οι όροι της ακολουθίας δεν διατηρούν πρόσηµο τότε δεν υπάρχει το 

όριο  

 

 
 

 

Π.χ. η ακολουθία αn=(-1)
n
/n συγκλίνει στο 0, αn→0, αλλά οι όροι της δεν 

διατηρούν πρόσηµο, αφού οι άρτιοι αριθµοί α2n είναι θετικοί, ενώ οι 

περιττοί όροι α2n-1 είναι αρνητικοί. Έτσι η ακολουθία 1/αn=n/(-1)
n
 δεν έχει 

όριο, αφού οι υπακολουθίες 1/α2n=2n →+∞ και 1/α2n-1=-2n+1→ -∞ έχουν 

διαφορετικό όριο. 

Από τα παραπάνω καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι η πράξη  δεν 

ορίζεται ή δεν είναι επιτρεπτή. Επειδή οι γενικεύσεις των πράξεων στο R 

µαζί µε το +∞ ή το -∞ γίνονται µε την βοήθεια ορίων, για το   

µπορούµε να γνωρίζουµε ότι στην περίπτωση που ο παρανοµαστής γίνεται 

0 ως όριο ακολουθίας θετικών όρων δίνει +∞, ενώ στην περίπτωση που 

γίνεται 0 ως όριο αρνητικών όρων δίνει -∞. Αλλά γενικά η πράξη   

δεν είναι επιτρεπτή. 

• Έστω οι ακολουθίες (αn) και (bn) µε bn≠0, για κάθε n ∈ N. Αν  

 

 

 
 

  

 
 

 

 

 
 

 

• εκτός από τις περιπτώσεις όπου: (α=+∞ ή α=-∞, bn=+∞ ή bn=-∞),  
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(α=+∞ ή α=-∞, b=0) και (α=πραγµατικός αριθµός, b=0). Άρα για την 

διαίρεση δεν είναι επιτρεπτές οι παρακάτω πράξεις: +∞ ή -∞/+∞ ή -∞, +∞ ή 

-∞/0,  ,  . (όριο πηλίκου αποκλινουσών ακολουθιών) 

Εν κατακλείδι µπορούµε να πούµε ότι δεν είναι επιτρεπτές οι 

παρακάτω πράξεις:  

 

Για την πρόσθεση (+∞)+(-∞), (-∞)+(-∞). 

 

Για την αφαίρεση (+∞)-(+∞), (-∞)-(-∞). 

 

Για τον πολλαπλασιασµό 0
.
(+∞ ή -∞). 

 

Για την διαίρεση (+∞ ή -∞)/(+∞ ή -∞), (+∞ ή -∞)/0, 0/0, 1/0. 

 

 

 

1.2 Πρόοδος 

 

Οι πρόοδοι είναι µια ειδική κατηγορία των ακολουθιών και χωρίζονται σε τρεις 

κατηγορίες: αρµονικές, αριθµητικές και γεωµετρικές. 

 

1.2.1. Αρµονική Πρόοδος  

 

1.2.1.1 Ορισµός 

 

Μια ακολουθία αριθµών α1,α2,α3,αn είναι αρµονική πρόοδος µόνο όταν αn≠0 ∀ n ∈ 

Ν και υπάρχει αριθµός ω ώστε να ισχύει: 

 

1/αn+1=1/αn + ω, ∀ n 1,2… 

 

Ο τύπος για να υπολογίσουµε τον νιοστό όρο αn µιας αρµονικής προόδου 

συναρτήσει του πρώτου όρου της α1, της διαφοράς της ω και του n είναι ο εξής: 
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αn=α1/(1+(n-1)ωα1), ∀ n ∈ N 

 

1.2.1.2. Αρµονικός µέσος 

 

Τρεις αριθµοί α, β, γ αποτελούν διαδοχικούς όρους µιας αρµονικής προόδου µόνο 

όταν ισχύει: 

 

β=  

 

Σε αυτήν την περίπτωση ο β αποκαλείται αρµονικός µέσος των α και γ. 

 

Σαν γενικό ορισµό αποκαλούµε αρµονικό µέσο των ν αριθµών α1,α2,…αν ≠ 0 τον 

πραγµατικό αριθµό  

 

MH=ν/(1/α1)+(1/α2)+…+(1/αν) 

 

Πρέπει να γνωρίζουµε ότι δεν υπάρχει τύπος που να δίνει το άθροισµα Σν των ν 

πρώτων όρων µιας αρµονικής προόδου. 

 

1.2.1.3 Παρεµβολή Αρµονικών Ενδιάµεσων 

 

   Το πρόβληµα της αρµονικής παρεµβολής, όταν µας δίνονται δυο αριθµοί α και β 

και ο φυσικός µ, έγκειται στο να προσδιορίσουµε τους µ αριθµούς χ1,χ2,…,χµ, ώστε οι 

αριθµοί α,χ1,χ2,…,χµ,β να αποτελούν διαδοχικούς όρους αρµονικής περιόδου. 

 

   Για την λύση του προβλήµατος αρκεί να παρεµβάλουµε µ αριθµητικούς 

ενδιάµεσους ανάµεσα στους αριθµούς  και . 

Αποδεικνύεται ότι: 

ω=  ,ο τύπος της αρµονικής παρεµβολής. 

 

1.3 Αριθµητική Πρόοδος  

 

1.3.1 Ορισµός  
    

   Μια ακολουθία πραγµατικών αριθµών θα ονοµάζεται αριθµητική πρόοδος αν 

κάθε όρος της προκύπτει από τον προηγούµενο µε πρόσθεση ενός σταθερού ω, δηλαδή: 
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(αν) αριθµητική πρόοδος ⇔ ∃ ω ∈ R : αν+1=αν+ω ∀ ν ∈ Ν. 

 

Ο τύπος αν+1=αν+ω και α1=θ είναι αναδροµικός τύπος α τάξης που σηµαίνει ότι για 

να υπολογίσουµε τον 5
ο
 όρο θα πρέπει να ξέρουµε τις τιµές των 4 προηγούµενων όρων. 

Επειδή από τον τύπο αν+1-αν=ω προκύπτει αν+1-αν=ω, ο ω θα ονοµάζεται διαφορά της 

αριθµητικής προόδου.  

 

Π.χ.: Η ακολουθία -2,1,4,7,10 είναι αριθµητική πρόοδος µε πρώτο όρο =-2 και 

διαφορά ω=3. Άρα αν+1=αν+3, ∀ ν ∈ Ν και α1=-2. 

 

1.3.2 Μονοτονία Αριθµητικής Προόδου 

 

Από τον τύπο αν+1=αν+ω προκύπτει ότι:αν+1-αν=ω οπότε 

 

• Αν ω>0 ⇒ αν+1-αν>0 ⇒ αν+1>αν, άρα η 

αριθµητική πρόοδος είναι γνησίως αύξουσα. 

Π.χ.: Η αριθµητική πρόοδος µε α1=-2 και αν+1=αν+3 είναι γνησίως αύξουσα, 

γιατί ω=3>0. Αληθεύει, αφού η αριθµητική πρόοδος είναι η -

2,1,4,7,10, δηλαδή οι όροι της είναι συνεχώς αυξανόµενοι. 

 

• Αν ω<0 ⇒ αν+1-αν<0 ⇒ αν+1<αν, άρα η 

αριθµητική πρόοδος είναι γνησίως φθίνουσα. 

Π.χ.: Η αριθµητική πρόοδος µε α1=1 και αν+1=αν-2 είναι γνησίως φθίνουσα 

γιατί ω=-2<0. Αληθεύει, αφού η αριθµητική πρόοδος είναι η 1,-1,-3,-

5,-7, δηλαδή οι όροι της είναι συνεχώς µειούµενοι. 

 

• Αν ω=0 ⇒ αν+1-αν=0 ⇒ αν+1=αν, άρα η 

αριθµητική πρόοδος είναι σταθερή στο R, άρα είναι συγχρόνως και αύξουσα και 

φθίνουσα στο R. 
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Π.χ.: Η αριθµητική ακολουθία µε α1=4 και αν+1=αν είναι αύξουσα και 

φθίνουσα, γιατί ω=0. Αληθεύει, αφού η αριθµητική πρόοδος είναι 

4,4,4,4,4, δηλαδή οι όροι της παραµένουν σταθεροί. 

 

 

1.3.3 Είναι η ακολουθία αν= κν+λ, λ ∈∈∈∈ R αριθµητική πρόοδος; 

Για να είναι η ακολουθία (αν) αριθµητική πρόοδος θα πρέπει να υπάρχει 

πραγµατικός αριθµός ω έτσι ώστε αν+1=αν+ω, ∀ ν ∈ Ν. 

Βρίσκουµε τον αν+1. Είναι αν+1=κ(ν+1)+λ=κν+κ+λ=(κν+λ)+κ=αν+κ. Οπότε 

αν+1=αν+κ. Άρα η ακολουθία (αν) είναι αριθµητική πρόοδος µε πρώτο όρο  το 

α1=κ1+λ=κ+λ και διαφορά ω=κ 

 

Σηµείωση 

 

Ο συντελεστής κ=ω δηλώνει την µονοτονία της αριθµητικής προόδου, οπότε 

σύµφωνα µε την προηγούµενη ενότητα ισχύει ότι: 

 

• Αν κ>0 ⇒ ω>0 και έτσι η αριθµητική πρόοδος είναι γνησίως αύξουσα. 

• Αν κ<0 ⇒ω<0 και έτσι η αριθµητική πρόοδος είναι γνησίως γθίνουσα. 

• Αν κ=0 ⇒ ω=0 και έτσι η αριθµητική πρόοδος είναι σταθερή στο R, οπότε η 

αριθµητική πρόοδος είναι συγχρόνως αύξουσα και φθίνουσα στο R. 
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1.3.4 Εύρεση του γενικού όρου της αριθµητικής προόδου αν+1=αν+ω, ∀∀∀∀ ν ∈∈∈∈ Ν 

 

   Θέτουµε διαδοχικά στον παραπάνω τύπο ν=1,2,3,…,ν-1 και παίρνουµε: 

ν→1: α2=α1+ω 

ν→2: α3=α2+ω 

ν→3: α4=α3+ω 

………………. 

ν→ν-2: αν-1=αν-2+ω 

ν→ν-1: αν=αν-1+ω 

 

Αν προσθέσουµε κατά µέλη βρίσκουµε αν=α1+(ν-1)ω, ∀ ν ∈ Ν. 

 

1.3.5 Σχέση ανάµεσα σε όρους µια αριθµητικής προόδου 
 

   Ας θεωρήσουµε µια αριθµητική πρόοδο µε πρώτο όρο α1 και διαφορά ω. Από τον 

παραπάνω τύπο για τους α5 και α2 έχουµε: 

 

α5=α1+(5-1)ω= α1+4ω 

α2=α1+(2-1)ω= α1+ω 

 

Αν αφαιρέσουµε κατά µέλη έχουµε :α5-α2=3ω⇒α5=α2+3ω 

 

Παρατηρούµε ότι 5=2+3  

 

Υπολογίζουµε τους α14 και α9, τότε έχουµε: 

 

α14=α1+(14-1)ω= α1+13ω 

α9=α1+(9-1)ω= α1+8ω 

 

Αν αφαιρέσουµε κατά µέλη έχουµε: α14-α9=5ω⇒α14=α9+5ω 

 

‘Όπως και πριν παρατηρούµε ότι 14=9+5 
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Ας θεωρήσουµε τώρα δύο τυχαίους όρους αν και αµ µε ν > µ . Τότε: 

αν=α1+(ν-1)ω και  

αµ=α1+(µ-1)ω µε αφαίρεση των δύο σχέσεων έχουµε: 

αν-αµ=α1+(ν-1)ω-{α1+(µ-1)ω}=α1+(ν-1)ω-α1-(µ-1)ω= 

{(ν-1)-(µ-1)}ω=(ν-1-µ+1)ω=(ν-µ)ω  

Άρα έχουµε αν=αµ+(ν-µ)ω 

 

1.3.6 ∆ιαδοχικοί όροι της αριθµητικής προόδου 
 

Έστω ότι α, β , γ είναι τρεις διαδοχικοί όροι µιας αριθµητικής προόδου, της οποίας 

η διαφορά είναι ω. Σύµφωνα µε τον ορισµό πρέπει να ισχύει : 

β= α+ ω ⇒ β-α= ω  

γ= β+ ω ⇒ γ-β= ω  

Άρα προκύπτει ότι β-α= γ-β ⇒ 2β=α+γ 

Αντίστροφα αν για τρεις πραγµατικούς αριθµούς ισχύει ότι 2β=α+γ τότε 

καταλήγουµε πάλι στο 

β= α+ ω και γ= β+ ω. Έτσι συµπεραίνουµε ότι οι τριάδες των αριθµών α, β, γ ή γ, 

β, α αποτελούν διαδοχικούς όρους αριθµητικής προόδου µε διαφορά ω. 

Έτσι ισχύει πως τρεις αριθµοί α, β, γ αποτελούν διαδοχικούς όρους µιας 

αριθµητικής προόδου, αν και µόνο αν ισχύει ότι 2β=α+γ. 

Ο αριθµός β=  ονοµάζεται αριθµητικός µέσος των α, γ.  

 

Π.χ.: ο αριθµητικός µέσος των 10, 22 είναι το 16 και ο αριθµητικός µέσος των 12, 

19 είναι το  =15,5 

 

Παρατηρήσεις 

 

• Αν οι αριθµοί α, β, γ, δ είναι διαδοχικοί όροι 

µιας αριθµητικής προόδου µε διαφορά ω, θα ισχύει ότι: 2β=α+γ και 2γ=β+δ. 

Προσθέτοντας τις σχέσεις έχουµε 2β+2γ=α+γ+β+δ ή β+γ=α+δ. Έτσι 

διαπιστώνουµε ότι το άθροισµα των άκρων είναι ίσο µε το άθροισµα των µέσων. 

• Αν οι αριθµοί α1,α2,α3,…,αν-1,αν είναι όροι µιας 

αριθµητικής προόδου, τότε ο αριθµός ΜΑ=(α1+α2+α3+…+αν-1+αν)/ν ονοµάζεται 
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αριθµητικός µέσος των α1,α2,α3,…,αν-1,αν. Για αυτόν τον αριθµητικό µέσο ισχύει 

min{α1,α2,α3,…,αν-1,αν} ≤ ΜΑ ≤max{α1,α2,α3,…,αν-1,αν}, 

 

1.3.7 Όροι αριθµητικής προόδου που ισαπέχουν από τα άκρα 

 

Έστω α1,α2,α3,…αν-1,αν όροι µιας αριθµητικής προόδου. Τότε οι όροι: 

• α1,αν (1
ος

 από την αρχή και 1
ος

 από το τέλος) 

• α2,αν-1 (2
ος

 από την αρχή και 2
ος

 από το τέλος) 

• α3,αν-2 (3
ος

 από την αρχή και 3
ος

 από το τέλος) 

        ……………………………………………………….. 

• αµ,αν-µ+1 (µ-οστός από την αρχή και µ-οστός 

από το τέλος) 

ισαπέχουν από τα άκρα τα α1,αν της αριθµητικής προόδου. 

 

Παρατηρούµε ότι: 

α1+αν 

α2+αν-1=(α1+ω) + (αν-ω)=α1+αν 

α3+αν-2=(α1+2ω) +(αν-2ω)=α1+αν 

……………………………………. 

αµ+αν-µ+1={α1+(µ-1)ω}+{αν-(µ-1)ω}=α1+αν 

 

Οπότε συµπεραίνουµε ότι οι όροι µιας αριθµητικής προόδου που ισαπέχουν από τα 

άκρα έχουν άθροισµα α1+αν. 

Αν έχουµε ν όρους, τότε το άθροισµα των δεικτών των όρων της σταθερής 

ποσότητας είναι ν+1. 

 

1.3.8 Παρεµβολή αριθµητικών ενδιάµεσων 

 

   Έστω ότι θέλουµε ανάµεσα στου αριθµούς α και β να παρεµβάλουµε µ άλλους 

αριθµούς έτσι ώστε όλοι µαζί να αποτελούν διαδοχικούς όρους αριθµητικής προόδου. 

   Παρεµβάλουµε λοιπόν ανάµεσα στον α και τον β π.χ. τους αριθµούς 

χ1,χ2,χ3,…,χµ ώστε οι αριθµοί α,1,χ2,χ3,…,χµ,β να αποτελούν µ+2 όρους αριθµητικής 

προόδου. Βλέπουµε ότι στην παραπάνω σχέση ο β κατέχει την θέση του µ+2. Έτσι θα 

ισχύει: 

 

β= α+{(µ+2)-1}ω ⇔ β= α+(µ+1)ω ⇔ ω= .  

Άρα οι όροι που παρεµβάλλονται είναι: 

χ1=α+ω=α+  
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χ2=α+2ω=α+2  

χ3=α+3ω=α+3  

……………………….. 

χµ= α+µω = α+µ  

 

Π.χ.: Αν αν είναι µια αριθµητική πρόοδος και θέλουµε να παρεµβάλουµε ανάµεσα 

στους 7 και 25 άλλους 5 αριθµούς ώστε όλοι οι αριθµοί µαζί να αποτελούν διαδοχικούς 

όρους αριθµητικής προόδου. Τότε έχουµε: 

Όλοι οι όροι της αριθµητικής προόδου είναι 7: 

7,χ1,χ2,χ3,χ4,χ5,25. 

Παρατηρούµε ότι ο 7 έχει την πρώτη θέση και ο 25 την έβδοµη, άρα έχουµε α1=7 

και α7=25. 

 

Εφόσον η διαφορά της αριθµητικής προόδου είναι ω, τότε α7=α1+6ω ⇒ 25=7+6ω 

⇒ 18=6ω ⇒ ω=18/6 ⇒ ω=3. 

 

Έτσι οι παρεµβαλλόµενοι όροι είναι: 

 

χ1=α1+ω=7+3=10 

χ2=α1+2ω=7+6=13 

χ3=α1+3ω=7+9=16 

χ4=α1+4ω=7+12=19 

χ5=α1+5ω=7+15=22 

Οπότε η ακολουθία των αριθµών είναι 7,10,13,16,19,22,25. 

 

1.3.9 Συµµετρικές παραστάσεις όρων αριθµητικής προόδου 
 

Έστω ότι έχουµε µια αριθµητική πρόοδο µε όρους α1,α2,α3,…,αν-1,αν και διαφορά 

ω. 

• Αν ο ν είναι περιττός αριθµός, τότε υπάρχει 

ένας «µεσαίος» όρος, που χωρίζει δηλαδή τους όρους της παραπάνω αριθµητικής 

προόδου σε δυο ισόποσες οµάδες. Ο όρος αυτός κατέχει την  τάξη. Σε αυτήν 

την περίπτωση ο «µεσαίος» θα συµβολίζεται µε α. Οι όροι που βρίσκονται δεξιά 

του α θα είναι α+ω,α+2ω,α+3ω,…Οι όροι που θα είναι αριστερά του α θα είναι α-
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ω.α-2ω.α-3ω,….Οπότε οι όροι της αριθµητικής προόδου θα γράφονται έτσι:…,α-

3ω,α-2ω,α-ω,α,α+ω,α+2ω,α+3ω,… 

• Αν ο ν είναι άρτιος αριθµός, τότε υπάρχουν δύο 

«µεσαίοι» όροι που χωρίζουν τους όρους της αριθµητικής προόδου σε δύο 

ισόποσες οµάδες. Οι όροι αυτοί κατέχουν τις  και +1 τάξεις. Σε αυτήν την 

περίπτωση οι «µεσαίοι» όροι θα συµβολίζονται µε α-ω και α+ω. Οι όροι που 

βρίσκονται δεξιά του α+ω θα είναι οι α+3ω,α+5ω,…Οι όροι που βρίσκονται 

αριστερά της α-ω θα είναι οι α-3ω,α-5ω…Οπότε οι όροι της αριθµητικής προόδου 

θα γράφονται έτσι: …,α-5ω,α-3ω,α-ω,α+ω,α+3ω,α+5ω,…. 

 

Η διαφορά σε αυτήν την περίπτωση είναι 2ω. 

 

1.3.10 Το άθροισµα των όρων αριθµητικής προόδου 

 

∆ίνεται η ακολουθία (αν) µε ν ∈ Ν. Υπολογίστε το άθροισµα των ν πρώτων όρων 

της. 

 

Υπολογίζουµε τον αριθµό:  

  

 
 

Επειδή ισχύει ότι  

 

το παραπάνω άθροισµα γράφεται: 

 

 

 
 

 

  Έχοντας κατά νου ότι: 

ακ=αν-(ν-κ)ω για κ ∈ {0,1,2,3,4,..,ν} και γράφοντας το παραπάνω άθροισµα µε 

αναδιάταξη των όρων από το τέλος προς την αρχή έχουµε: 
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 Αν προσθέσουµε τις δύο παραπάνω σχέσεις έχουµε: 

 

  

 
  

 
 

 
 

 

 

Λόγω της σχέσης αν=α1+(ν-1)ω η παραπάνω σχέση γράφεται:  

  

 
 

 

Οπότε τελικά: 

 

 
 

1.3.11 Βασικά αθροίσµατα 

 

Σε αυτήν την ενότητα θα υπολογίσουµε κάποια βασικά αθροίσµατα µε την βοήθεια 

του αθροίσµατος όρων αριθµητικής προόδου. 

 

Το άθροισµα S1=1+2+3+…+ν µε ν ∈ Ν 
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Η ακολουθία 1,2,3,…,ν αποτελεί αριθµητική πρόοδο µε πρώτο όρο α1=1, διαφορά 

ω=1,πλήθος όρων ν και τελευταίο όρο αν=ν. Από το τύπο Sν={(α1+αν)/2}ν έχουµε 

Sν={(α1+αν)/2}ν ⇒ Sν={(1+ν)/2}ν  

⇒ Sν={ν(ν+1)}/2 

 

Β’ τρόπος 

 

Θεωρούµε την ταυτότητα (ν+1)
2
=ν

2
+2ν+1. Σε αυτήν την ταυτότητα θέτουµε 

διαδοχικά όπου ν τους αριθµούς 1,2,3,ν οπότε έχουµε: 

 

Για ν=1: 2
2
=1

2
+2

.
1+1   

Για ν=2: 3
2
=2

2
+2

.
2+1 

Για ν=3: 4
2
=3

2
+2

.
3+1 

……………………… 

Για ν=ν-1: ν
2
=(ν-1)

2
+2

.
(ν-1)+1 

Για ν=ν: (ν+1)
2
=ν

2
+2ν+1 

Προσθέτουµε τις παραπάνω σχέσεις και έχουµε: 

 

(ν+1)
2
=1

2
+2{1+2+3+…(ν-1)+ν}+1+1+1+…1+1⇔  

(ν+1)
2
=1+2S1+ν ⇔ 2S1=(ν+1)

2
-1-ν ⇔ 2S1=ν

2
+2ν+1-1-ν ⇔ 

2S1=ν
2
+ν ⇔ S1=(ν

2
+ν)/2 ⇔ S1=ν(ν+1)/2 

 

Το άθροισµα S2=1
2
+2

2
+3

2
+…+ν

2
 µε ν ∈ Ν 

 

Θεωρούµε την ταυτότητα (ν+1)
3
=ν

3
+3ν

2
+3ν+1. Σε αυτήν την ταυτότητα θέτουµε 

διαδοχικά όπου ν τους αριθµούς 1,2,3,ν οπότε έχουµε : 
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Για ν=1: 2
3
=1

3
+3

.
1

2
+3

.
1+1 

Για ν=2: 3
3
=2

3
+3

.
2

2
+3

.
2+1 

Για ν=3: 4
3
=3

3
+3

.
3

2
+3

.
3+1 

……………………………. 

Για ν=ν-1: ν
3
=(ν-1)

3
+3(ν-1)

2
+3(ν-1)+1 

Για ν=ν: (ν+1)
3
=ν

3
+3ν

2
+3ν+1 

 

Προσθέτουµε τις παραπάνω σχέσεις και έχουµε: 

 

(ν+1)
3
=1

2
+3(1

2
+2

2
+…+ν

2
)+3(1+2+…+ν)+1+1+…+1 ⇔ 

 

(ν+1)
3
=1+3S2+3S1+ν ⇔ 3S2=(ν+1)

3
-(ν+1)-3S1 ⇔ 

 

3S2=(ν+1)
3
-(ν+1)-3 ⇔ 3S2={2(ν+1)

3
-2(ν+1)-3ν(ν+1)}/2 ⇔ 

 

S2={(ν+1){2(ν+1)
2
-2-3ν}}/6 ⇔ 

 

S2={(ν+1)(2ν
2
+4ν+2-2-3ν)}/6 ⇔ 

 

S2={(ν+1)(2ν
2
+ν)}/6 ⇔ 

 

S2={ν(ν+1)(2ν+1)}/6 
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Το άθροισµα S3=1
3
+2

3
+3

3
+…+ν

3
 µε ν ∈ Ν 

 

Θεωρούµε την ταυτότητα (ν+1)
4
=ν

4
+4ν

3
+6ν

2
+4ν+1. Σε αυτήν την ταυτότητα 

θέτουµε διαδοχικά όπου ν τους αριθµούς 1,2,3,ν οπότε έχουµε: 

 

Για ν=1: 2
4
=1

4
+4

.
1

3
+6

.
1

2
+4

.
1+1 

Για ν=2: 3
4
=2

4
+4

.
2

3
+6

.
2

2
+4

.
2+1 

Για ν=3: 4
4
=3

4
+4

.
3

3
+6

.
3

2
+4

.
3+1 

………………………………….. 

Για ν=ν-1: ν
4
=(ν-1)

4
+4(ν-1)

3
+6(ν-1)

2
+4(ν-1)+1 

Για ν=ν: (ν+1)
4
=ν

4
+4ν

3
+6ν

2
+4ν+1 

 

Προσθέτουµε τις παραπάνω σχέσεις και έχουµε: 

 

(ν+1)
4
=1

2
+4S3+6S2+4S1+1+1+1+…+1 ⇔ 4S3=(ν+1)

4
-1-6S2-4S1-ν ⇔ 

4S3=(ν+1)
4
-(ν+1)-6 -4  ⇔ 

 

4S3=(ν+1)
4
-(ν+1)-ν(ν+1)(2ν+1)-2ν(ν+1) ⇔ 

 

4S3=(ν+1){(ν+1)
3
-1-ν(2ν+1)-2ν} ⇔ 

 

4S3=(ν+1){ν
3
+3ν

2
+3ν+1-1-2ν

2
-ν-2ν} ⇔ 4S3=(ν+1)(ν

3
+ν

2
) ⇔ 
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4S3={ν(ν+1)}
2
 ⇔S3={ν(ν+1)/2}

2
 ⇔ S3=S1

2 

 

Με τον ίδιο τρόπο υπολογίζουµε αθροίσµατα της µορφής: 

Sκ=1
κ
+2

κ
+3

κ
+…+ν

κ
, ν ∈ Ν θεωρώντας το ανάπτυγµα Newton (ν+1)

κ+1
  

 

1.4 Γεωµετρική Πρόοδος 

1.4.1 Ορισµός 
 

   Μια ακολουθία λέγεται γεωµετρική πρόοδος όταν κάθε όρος της προκύπτει από 

τον προηγούµενο του αφού τον πολλαπλασιάσουµε µε τον ίδιο µη µηδενικό αριθµό. 

∆ηλαδή αν+1=αν
.
λ ⇒ λ=αν+1/αν. Ο αριθµός λ ονοµάζεται λόγος της γεωµετρικής προόδου. 

Επίσης η γεωµετρική πρόοδος ονοµάζεται και πρόοδος κατά πηλίκο γιατί όπως εύκολα 

παρατηρεί κάποιος το πηλίκο δύο διαδοχικών όρων είναι σταθερό και ισούται µε λ. 

 

Π.χ.: η ακολουθία 3,12,48,192,… θα είναι γεωµετρική πρόοδος αν ισχύει ότι 

αν+1=αν
.
λ κάτι που ισχύει αφού 12=3

.
4,48=12

.
4,192=48

.
4 και από τον τύπο λ=αν+1/αν 

βλέπουµε ότι ο λόγος λ=4. 

 

Παρατήρηση: Στη γεωµετρική πρόοδο ο α1 και λ πρέπει να είναι διάφοροι του 0. 

 

1.4.2 Υπολογισµός του ν-οστού όρου της γεωµετρικής περιόδου 

 

Έστω ότι έχουµε γεωµετρική πρόοδο µε όρους τους α1,α2,α3,α4,…,αν-1,αν. 

Χρησιµοποιώντας τον τύπο αν+1=αν
.
λ παίρνουµε: 

 

α1=α1 

α2=α1
.
λ 

α3=α2
.
λ 

α4=α3
.
λ 

…………. 

αν-1=αν-2
.
λ 

αν=αν-1
.
λ 

 

Πολλαπλασιάζουµε τις παραπάνω σχέσεις και έχουµε: 
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α1
.
α2

.
α3

.
α4

.
αν-1

.
αν=α1

.
α1

.
λ

.
α2

.
λ

.
α3

.
λ

.
αν-2

.
λ

.
αν-1

.
λ ⇔ αν=α1

.
λ
ν-1 

 

Β’ τρόπος 

α1=α1 

α2=α1
.
λ 

α3=α2
.
λ=α1

.
λ

.
λ=α1

.
λ

2
 

α4=α3
.
λ=λ

2.
α1

.
λ=α1

.
λ

3 

……………………… 

Άρα αν=α1
.
λ
ν-1

 

 
 

1.4.3 Γεωµετρικός µέσος 
 

Έστω ότι έχουµε τους όρους α,β,γ. Για να είναι όροι γεωµετρικής προόδου θα 

πρέπει  =λ και  =λ. Άρα =  ⇔ β
2
=α

.
γ ⇔  β= . Σε µια τέτοια περίπτωση ο β 

ονοµάζεται γεωµετρικός µέσος των α,γ. 

Γενικότερα ονοµάζουµε γεωµετρικό µέσο των α1,α2,α3,…,αν τον πραγµατικό 

αριθµό που ισούται µε . 

 

1.4.4 Το άθροισµα των όρων της γεωµετρικής προόδου 
 

Έστω ότι έχουµε την γεωµετρική πρόοδο µε όρους α1,α2,α3,α4,…,αν.Το άθροισµα 

των πρώτων όρων θα είναι: 

 

Sν=α1+α2+α3+α4+…+αν  ⇔ 

 

 Sν=α1+α1
.
λ+α1

.
λ

2
+α1

.
λ

3
+…+α1

.
λ
ν-1

. Αν πολλαπλασιάσουµε µε λ και τα δύο µέρη 

της σχέσης θα πάρουµε:  

 

λ
.
Sν=λ

.
α1+λ

2.
α1+λ

3.
α1+λ

4.
α1+…+λ

ν.
α1.  

 

Αφαιρούµε κατά µέλη και έχουµε:  
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λ
.
Sν-Sν=(λ

.
α1+λ

2.
α1+λ

3.
α1++λ

4.
α1+λ

ν.
α1) - (α1+λ

.
α1+λ

2.
α1+λ

3.
α1+…+λ

ν-1.
α1) ⇔ 

 

 Sν(λ-1)=λ
ν.
α1-α1 ⇔  

 

Sν(λ-1)=α1(λ
ν
-1) ⇔  

 

Sν=α1(λ
ν
-1)/(λ-1). 

 

Π.χ.: Έχουµε µια γεωµετρική πρόοδο µε όρους 2,8,32,128,512. Το άθροισµα θα 

είναι  

 

S5=2+8+32+128+512. Πολλαπλασιάζουµε µε τον λόγο που είναι 4 και έχουµε:  

 

4S5=8+32+128+512+2560. Αφαιρούµε κατά µέλη και παίρνουµε:  

 

4S5-S5=(8+32+128+512+2560)-( 2+8+32+128+512) ⇔  

 

3S5=2560-2 ⇔  

 

3S5=2468 ⇔  

 

S5=2468/3 ⇔ 

 



 

37 

S5=822,66 

 

Παρατήρηση: Το λ πρέπει να είναι ≠1. 

 

1.4.5 Παρεµβολή γεωµετρικών ενδιάµεσων 
 

Έστω ότι θέλουµε ανάµεσα στους αριθµούς α και το β, που πρέπει να είναι ≠0,να 

παρεµβάλουµε τους µ αριθµούς ώστε α,χ1,χ2,…,χµ,β να αποτελούν όρους γεωµετρικής 

προόδου. Ο λόγος λ θα είναι χ1/α,χ2/χ1,β/χµ. Ο λ δηλαδή θα ισούται µε . Ο τύπος 

αυτός ονοµάζεται τύπος γεωµετρικής παρεµβολής και αριθµοί που ζητούνται είναι οι 

χ1=α
.
λ,χ2=α

.
λ

2
,χµ=α

.
λ
µ
. Στην γεωµετρική παρεµβολή διακρίνουµε τις εξής 3 περιπτώσεις: 

• Αν το µ είναι άρτιος φυσικός αριθµός το µ+1 

θα είναι περιττός φυσικός αριθµός, τότε υπάρχει µόνο µια πραγµατική λύση για το 

λ µε βάση τον παραπάνω τύπο και θα ισχύει ότι λ>0 αν α
.
β>0 και λ<0 αν α

.
β<0. 

• Αν το µ είναι περιττός φυσικός αριθµός το µ+1 

θα είναι άρτιος φυσικός αριθµός, τότε αν α
.
β>0 θα έχουµε δύο ετερόσηµες 

πραγµατικές λύσεις για το λ.  

• Α το µ είναι περιττός πραγµατικός αριθµός το 

µ+1 θα είναι άρτιος φυσικός αριθµός, τότε αν α
.
β<0 δεν θα έχουµε πραγµατικές 

λύσεις για το λ. 

1.4.6 Παράσταση των όρων της γεωµετρικής προόδου 

 

Όταν µας είναι γνωστό το γινόµενο των διαδοχικών όρων µιας γεωµετρικής 

προόδου και το πλήθος των όρων είναι περιττό, τότε θα συµβολίζουµε τους όρους ως 

εξής: χ/λ
ν
,…,χ/λ

2 
,χ/λ ,χ ,χ

.
λ ,χ

.
λ

2 
,..,χ

.
λ
ν
. Το χ θα είναι ο µεσαίος όρος της γεωµετρικής 

προόδου και ο λ ο λόγος της. Αν το πλήθος των όρων είναι άρτιο, τότε θα συµβολίζουµε 

τους όρους ως εξής: …,χ/λ
5 

,χ/λ
3
 ,χ/λ, χ

.
λ, χ

.
λ

3
, χ

.
λ

5
,…Εδώ δεν έχουµε όρο χ, έχουµε δύο 

µεσαίους όρους και ο λόγος είναι ίσος µε λ
2
. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2
  
ΑΝΑΤΟΚΙΣΜΟΣ 

2.1    Βασικές έννοιες Χρηµατοοικονοµικών Μαθηµατικών 

 

Tα µαθηµατικά που ασχολούνται µε προβλήµατα, όπου οι βασικοί 

παράγοντες που υπεισέρχονται είναι το χρήµα και ο τόκος ονοµάζονται 

Tραπεζικά Mαθηµατικά ή Xρηµατοοικονοµικά Mαθηµατικά (Mathematics of 

Finance). Βασικες έννοιες Χρηµατοοικονοµικών Μαθηµατικών είναι το 

Κεφάλαιο, ο Χρόνος, ο Τόκος και το Επιτόκιο.  

 

2.1.1.  Kεφάλαιο (Capital)  

 

Καλείται κάθε χρηµατικό ποσό, το οποίο µε το δανεισµό ή την 

αποταµίευση του αποκτά παραγωγική ικανότητα. 

  (Kατά συνέπεια, τα χρηµατικά ποσά που διατηρούµε στο σπίτι µας για τις   

 τρέχουσες ανάγκες µας ή τα δανείζουµε σε φιλικά ή συγγενικά µας πρόσωπα ή 

 ποσά χρηµάτων που είναι κρυµµένα µέσα στη γη δεν είναι κεφάλαια από 

 οικονοµική άποψη.) 

 

2.1.2.  Xρόνος (Time)  
 

Είναι το χρονικό διάστηµα κατά το οποίο ένα χρηµατικό ποσό έχει 

παραγωγική ικανότητα. Mονάδα µέτρησης του χρόνου είναι συνήθως το έτος 

(Πολιτικό, Μικτό, Εµπορικό) αλλά και οι υποδιαιρέσεις του έτους: το εξάµηνο, ο 

µήνας και η ηµέρα. 

 

Πολιτικό Έτος: θεωρούµε ότι κάθε µήνας περιλαµβάνει τον πραγµατικό 

αριθµό των ηµερών του και ότι το έτος αποτελείται από 365 µέρες ή 366 αν είναι 

δίσεκτο. 

 

Μικτό Έτος: θεωρούµε ότι το έτος έχει 360 µέρες και κάθε µήνας 

λαµβάνεται µε τις πραγµατικές του µέρες. 

 

Εµπορικό Έτος: θεωρούµε ότι όλοι οι µήνες έχουν 30 µέρες και το έτος 

αποτελείται από 360 µέρες. 

 

Παρατήρηση 

 

Για τον υπολογισµό των τοκοφόρων ηµερών πρέπει να έχουµε υπόψη µας 

τα εξής: 

α) Μέρα Κατάθεσης χρηµάτων σε µια τράπεζα ή σε ένα ταχυδροµικό 

ταµιευτήριο δεν είναι τοκοφόρος ενώ ηµέρα ανάληψης είναι τοκοφόρος. 
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β)   Κάθε ποσό που χορηγείται από τράπεζα δίνει τόκο από την ηµέρα που 

έχει χορηγηθεί το δάνειο, ο δε αριθµός των τοκοφόρων ηµερών που υπολογίζεται 

µε µια µόνο αφαίρεση. 

 

 

2.1.3.  Tόκος (Interest)  
 

Η πρόσθετη αµοιβή που ο δανειζόµενος (οφειλέτης) δίνει στο δανειστή, για 

το δικαίωµα της χρησιµοποίησης ή εκµετάλλευσης του κεφαλαίου του, 

ονοµάζεται τόκος.  

Έχει εφαρµογή σε οικονοµικές πράξεις, συνήθως µέχρι τριών µηνών ή το 

πολύ µέχρι ενός έτους (βραχυπρόθεσµες). 

Καθ’ όλη την παραγωγική διαδικασία τα ποσά του Κεφαλαίου και του Τόκου 

παραµένουν σταθερά.  

 

Συµβολισµοί 

 

Κ Κεφάλαιο  

Ι Τόκος  

i Επιτόκιο 

και είναι ο τόκος του Κεφαλαίου µιας νοµισµατικής 

µονάδας σε µια χρονική περίοδο ή ο τόκος Κεφαλαίου 

100 νοµισµατικών µονάδων σε µια χρονική περίοδο 

n Χρόνος αν ως µονάδα µέτρησης του χρόνου λαµβάνεται το έτος 

m Χρόνος αν ως µονάδα µέτρησης του χρόνου λαµβάνεται ο µήνας 

t Χρόνος αν ως µονάδα µέτρησης του χρόνου λαµβάνεται η µέρα 

 

 

Για τον υπολογισµό του απλού τόκου διακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις: 

Υπολογισµός του απλού τόκου όταν ο χρόνος εκφράζεται σε έτη, εξάµηνα 

και τρίµηνα 

I Kni=  

           Παρατήρηση 

Στην εφαρµογή του τύπου θα πρέπει ο χρόνος και το επιτόκιο να 

αναφέρονται στην ίδια µονάδα χρόνου. ∆ηλαδή, αν το επιτόκιο είναι ετήσιο, ο 

χρόνος θα είναι σε έτη. Αν το επιτόκιο είναι σε εξάµηνα το n  θα είναι σε 

εξάµηνα κ.ο.κ. 

 

Εφαρµογές 
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Α. Όταν περίοδος παραγωγής τόκου είναι το έτος 

Β.  Όταν περίοδος παραγωγής τόκου είναι το εξάµηνο 

Γ.  Όταν περίοδος παραγωγής τόκου είναι το τρίµηνο 

 

Υπολογισµός του απλού τόκου όταν ο χρόνος εκφράζεται σε µήνες 

m: αριθµός µηνών που έχει 

τοκιστεί το Κεφάλαιο 

 
I =  

 

Υπολογισµός του απλού τόκου όταν ο χρόνος εκφράζεται σε µέρες 

Μικτό ή Εµπορικό Έτος 

 

I =  

Πολιτικό Έτος 

 
I =  

 

Τελική Αξία 

 

 

 =  + I 

 

 =  + ni = (1+ni) 

 

 =  +  = (1+ ) 

 

 =  +  = (1+ ) 

 

 =  +  = (1+ ) 
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Παρατήρηση 

 Από τις παραπάνω σχέσεις είναι δυνατόν να υπολογισθεί ένα από τα ποσά  K, ν, 

m, n, i όταν δίνονται τα δυο αλλά και ο τόκος, αρκεί οι παραπάνω τύποι να λυθούν ως 

προς καθένα από τα ποσά K, ν, m, n, i 

  Υπολογισµός του απλού τόκου µε τη µέθοδο του Σταθερού ∆ιαιρέτη 

και  του Τοκάριθµου   

I =  

 

Όπου Ν = Kν → Τοκάριθµος 

∆ =   → Σταθερός ∆ιαιρέτης για Μικτό ή Εµπορικό Έτος 

 

∆ =  → Σταθερός ∆ιαιρέτης για Πολιτικό Έτος 

 

  Υπολογισµός του απλού τόκου µε τη µέθοδο των σταθερών 

 πολλαπλασιαστών 

 

Ι = KνΠ = ΝΠ όπου Π=   ή  Π=  

 

  Υπολογισµός του απλού τόκου µε τη µέθοδο ανάλυσης του Κεφαλαίου, 

 του Χρόνου και του Επιτοκίου σε µέρη ανάλογα 

 

 Με ανάλυση του Κεφαλαίου 

 

Από τον τύπο I =   προκύπτει ότι 

 

• Αν Κ = ∆ => Ι = ν, δηλαδή, αν το K  ίσο µε το σταθερό διαιρέτη τότε ο τόκος 

ισούται µε τον αριθµό των ηµερών 

• Αν Κ ≠ ∆ τότε προσπαθούµε να αναλύσουµε το Κεφάλαιο σε µέρη ανάλογα προς 

το σταθερό διαιρέτη 
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 Με ανάλυση του χρόνου 

 

• Αν ν =   => Ι =  

• Αν ν ≠  τότε µερίζουµε το ν σε µέρη ανάλογα του  

  

Με ανάλυση του επιτοκίου 

  Αν το επιτόκιο είναι τέτοιο ώστε να µη µας διευκολύνει στις πράξεις, 

 διαλέγουµε ένα βοηθητικό επιτόκιο που µας διευκολύνει στις πράξεις και έπειτα 

µε τη  µέθοδο των ανάλογων µερών βρίσκουµε και τον τόκο µε το ζητούµενο επιτόκιο 

 

 Υπολογισµός του Κεφαλαίου στον Απλό Τόκο 

 

Κ =  

 

Κ =  

 

K =   ή K =   ή K =   

 

 Υπολογισµός του Χρόνου στον Απλό Τόκο 

 

n =  

 

m =  
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ν =   ή ν =   ή ν =   

 Υπολογισµός του Επιτοκίου στον Απλό Τόκο 

 

i =  

 

i =  

 

i =   ή i =   

 

  

 

 

Εύρεση του Αρχικού Κεφαλαίου σε συνάρτηση της Τελικής αξίας 

 

 =  

 

 =  

 

 =   ή  =   ή  =  

 

 

 Παρατήρηση 

Τα προβλήµατα υπολογισµού αρχικής αξίας σε συνάρτηση µε την τελική αξία 

λύνονται και µε τη χρήση βοηθητικού κεφαλαίου 

 

 Υπολογισµός του Συνολικού Απλού Τόκου πολλών Κεφαλαίων µε το ίδιο 

 Επιτόκιο 

 

    I =  + … +  =  =  
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2.1.4.  Επιτόκιο (Interest rate)  

 

Είναι ο τόκος κεφαλαίου µιας νοµισµατικής µονάδας για µία χρονική 

περίοδο. Συνήθως συναντάµε τρία είδη επιτοκίων: 

 

(α) Προεξοφλητικό επιτόκιο (Discount rate).  

Tο ύψος του προεξοφλητικού επιτοκίου καθορίζεται κάθε φορά από το 

∆ιοικητικό Συµβούλιο της Τράπεζας της Ελλάδος και αποτελεί το βασικό 

επιτόκιο για τις προεξοφλήσεις των συναλλαγµατικών και γραµµατίων από τις 

εµπορικές τράπεζες. 

 

(β) Νόµιµο επιτόκιο.  

H Τράπεζα της Ελλάδος καθορίζει κάθε φορά ένα ανώτατο επιτόκιο, το 

οποίο δεν µπορεί κανείς να υπερβεί στις συναλλαγές, διαφορετικά 

χαρακτηρίζεται ως τοκογλύφος και τιµωρείται. 

 

(γ) Συµβατικό επιτόκιο. 

Πολλές φορές το ύψος του επιτοκίου καθορίζεται συµβατικά µεταξύ του 

δανειστή και του οφειλέτη· το επιτόκιο αυτό ονοµάζεται συµβατικό. 

2.2    Ανατοκισµός 

Με τον όρο ανατοκισµό καλούµε τη διαδικασία τοκισµού χρηµάτων κατά την 

οποία ο δανειστής στο τέλος κάθε περιόδου δεν εισπράττει τον τόκο, αλλά τον αφήνει 

στο δανειζόµενο και γίνεται κεφάλαιο, οπότε στην επόµενη χρονική περίοδο τοκισµού 

θα φέρει τόκο όχι µόνο το αρχικό κεφάλαιο αλλά και ο τόκος αυτού. Ο ανατοκισµός 

ονοµάζεται και σύνθετος τόκος ή σύνθετη κεφαλαιοποίηση. Το ίδιο συνεχίζεται να 

γίνεται και στις επόµενες χρονικές περιόδους τοκισµού. Ο ανατοκισµός είναι µία 

µακροπρόθεσµη οικονοµική πράξη, δηλαδή έχει χρονική διάρκεια µεγαλύτερη του ενός 

έτους. Μπορεί να εφαρµοστεί είτε σε χρήµατα που δανειστήκαµε, είτε σε χρήµατα που 

δανείσαµε ή που καταθέσαµε στην τράπεζα. 

Ο ανατοκισµός επιτρέπεται σε ορισµένες περιπτώσεις, όπως για παράδειγµα σε 

καταθέσεις ταµιευτήριου, για περιορισµένο αριθµό ετών και γενικά µέσα σε πλαίσια του 

πνεύµατος της αποταµίευσης των οικονοµιών των πολιτών. Μέσω της αποταµίευσης 

των πολιτών οφείλεται επίσης και η εθνική οικονοµία. Ο ανατοκισµός µεγάλων 

χρηµατικών ποσών και για µεγάλα χρονικά διαστήµατα δεν επιτρέπεται από το νόµο, 

διότι έτσι µπορεί να παραχωθούν τεραστία κεφάλαια που δεν θα ήταν δυνατόν να 

αποπληρωθούν.  

Στα προβλήµατα ανατοκισµού θα χρησιµοποιούµε τους παρακάτω συµβολισµούς: 

 

 Αρχικό κεφάλαιο 

: Τελική αξία κεφαλαίου 

  Επιτόκιο ανατοκισµού (συνήθως ετήσιο) 

  Αριθµός χρονικών περιόδων που ανατοκίζεται το αρχικό κεφάλαιο 

 : συντελεστής ανατοκισµού 

 

Πρόβληµα: 
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Αρχικό κεφάλαιο  τοκίζεται µε ανατοκισµό και ετήσιο επιτόκιο i για n έτη. 

Να απόδειχθεί ότι η τελική αξία αυτού  δίνεται από τον τύπο: 

 

 =  

 

Λύση: Στο τέλος του πρώτου έτους η τελική αξία του κεφαλαίου µας  είναι:  

 

 =  +  × 1 x i =  

 

Στο τέλος του δεύτερου έτους η τελική αξία του κεφαλαίου µας  είναι: 

 

 

 =  +  × 1 x i =  × (1 + i) 

 

                 =   × (1 + i) × (1 + i) =  

 

 

Συνεχίζοντας µε τον ίδιο τρόπο επαγωγικά στο τέλος του nου έτους η τελική αξία 

του κεφαλαίου µας είναι:  

 

 =  

 

 

Παρατήρηση:  

Η εξίσωση  =   του Προβλήµατος, η οποία ονοµάζεται θεµελιώδης 

εξίσωση του ανατοκισµού, µπορεί να χρησιµοποιηθεί και στις περιπτώσεις όπου το 

επιτόκιο i δεν είναι ετήσιο. Στις περιπτώσεις αυτές θα προσέχουµε το n να εκφράζει 

ακέραιο αριθµό χρονικών περιόδων του επιτοκίου i. 

 

 

Πρόβληµα 1:  

 

Κεφάλαιο 200 € ανατοκίζεται για 2 έτη µε ετήσιο επιτόκιο 4%.  

Να βρεθεί η τελική αξία αυτού.  

 

Λύση:   = ×  = 200 ×  = 216,32 € 

 

 

Πρόβληµα 2:  

 

Κεφάλαιο 200 € ανατοκίζεται για 2 έτη µε εξαµηνιαίο επιτόκιο 4%.  

Να βρεθεί η τελική αξία αυτού. 

 

Λύση:   = ×  = 200 ×  = 233,97 € 

 

 

Πρόβληµα 3:  



 

46 

 

Να βρεθεί η τελική αξία κεφαλαίου 120.000€, που ανατοκίζονται για 8 έτη 

και 4 µήνες µε 10%. 

 

Λύση:   =  × ( 1+ i )
 n+µ/12

  =  120.000 × ( 1 + 0,10 )
 8+4/12

 = 120.000 × 1,10
8
 × 

   1,10
4/12

 = 120.000 × 2,1435887 × 1,0322801 = 265534,07 € 

 

Πρόβληµα 4:  

 

Να βρείτε το ποσό που αν ανατοκισθεί ανά τρίµηνο θα γίνει µετά από 5 έτη 

και 2 µήνες 333.417,09 €, αν το τριµηνιαίο επιτόκιο είναι 6%. 

 

Λύση:  Αρχικά έχουµε n = 5 έτη + 2 µήνες = 20 τρίµηνα + 2/3 του τριµήνου. 

 

 =  × ( 1 + i ) 
n
  άρα    = / (1 + i ) 

n 
  =  × ( 1 + i ) 

-n
   

Οπότε 

   = 333.417,09 × (1 + 0,06 )
- (20 + 2/3 )  

 = 333.417,09 × 1,06 
-20

 × 1,06 
-2/3

  

= 333.417,09 ×1,06
-20

 × 1,06
-1+1/3

  = 333.417,09 × 1,06
-21

 × 1,06 
1/3

         

= 333.417,09 × 1,06
-21 

×1,06
4/12  

= 333.417,09 × 0,2941554 ×1,0196128 = 100.000 € 

Πρόβληµα 5: 
 

Κάποιος κατέθεσε σε µια τράπεζα 1.000 € για 8 έτη και 3 µήνες. Τα πρώτα 3 

έτη το ποσό τοκίσθηκε µε ανατοκισµό ετήσιο, µε επιτόκιο 12 %. Το υπόλοιπο 

χρονικό διάστηµα έγινε ανατοκισµός κάθε εξάµηνο, µε ονοµαστικό επιτόκιο 20%. 

Να βρεθεί η τελική αξία του κεφαλαίου.                                                             

 

Λύση:   = 1.000 × ( 1 + 0,12 )
3
  = 1.000 × 1,404928 = 1.404,928 € 

 

 Το υπόλοιπο διάστηµα το  τοκίσθηκε µε ονοµαστικό επιτόκιο 20%                      

  Άρα  i = 0,2/2 = 0,10  το κάθε εξάµηνο για χρονικό διάστηµα 5 έτη και 3                                      

µήνες, δηλαδή 10 + 1/2 εξάµηνα.  

 

Οπότε η τελική αξία θα είναι :  

                                                                                                          

 =  × (1 + 0,10)
10+1/2

  =  × 1,1
10

 x 1,1
1/2

 = 

= 1.404,928 × 2,5937423 × 1 ,0488088 = 3.821,8813 € 
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Πρόβληµα 6: 

 

Ποιό κεφάλαιο πρέπει να καταθέσουµε µε ανατοκισµό, ώστε µετά από 10 

έτη να γίνει 3.000€, αν τα 5 πρώτα έτη ο ανατοκισµός είναι 6µηνιαίος, µε 

εξαµηνιαίο επιτόκιο 8% και µετά γίνει ετήσιος µε ετήσιο επιτόκιο 10% ; 

 

Λύση: Τα πρώτα 5 έτη θα πάρουµε ένα κεφάλαιο  =  x ( 1 + 0,08 )
10

   

διότι n = 10 εξάµηνα. Αυτό το κεφάλαιο θα ανατοκισθεί µε ετήσιο 

ανατοκισµό τα 5 επόµενα έτη  και θα γίνει   =  x (1 + 0,10 )
5
  οπότε θα 

πρέπει   = 3.000 € 

 

 Άρα:   × ( 1 + 0,08 )
 10

  × ( 1 + 0,10 )
 5

  = 3.000 €  ή     

    

 =  3.000/ ( 1 + 0,08 )
 10

  × ( 1 + 0,10 )
 5

  ή 

       

  =  3.000/ 2,158925 × 1,61051 = 862,82013 € 
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Πρόβληµα 7: 

 

Να βρεθεί η τελική αξία κεφαλαίου 180.000€, που ανατοκίζεται κάθε 6 

µήνες για 10 έτη µε ετήσιο επιτόκιο 8%. Αν στο τέλος των 5 πρώτων ετών 

προεξοφληθεί το κεφάλαιο που βρέθηκε, ποιά θα είναι η παρούσα αξία του και 

ποιό το προεξόφληµα; 

 

Λύση:  Αν θεωρήσουµε το 8% ετήσιο ανάλογο του εξαµηνιαίου, τότε το εξαµηνιαίο 

θα  

 είναι :  i /2  = 0,08/2=0,04 και n = 10 έτη = 20 εξάµηνα 

 

  =   × ( 1 + i/2)
20

 = 180.000 × ( 1 + 0,04)
 20

  

                   =180.000 × 2,1912 = 394.416 € 

 

Αν το κεφάλαιο  προεξοφληθεί 5 έτη πριν τη λήξη του θα γίνει :                             

 

Κ =   × ( 1 + 0,04 )
 -10

    διότι τα 5 έτη = 10 εξάµηνα 

 

Κ = 394.416 × 0,6756 = 266.467,44 € 

 

Άρα το προεξόφληµα, δηλαδή οι τόκοι των 5 τελευταίων ετών, θα είναι 

 

Ε = 394.416 - 266.467,44 = 127.948,56 € 

 

2.2.1  Σύγκριση απλού τόκου και ανατοκισµού 
 

Ισχύει ότι:  >  

 

Γιατί  >  για t>1 

 

 

Άρα ο τόκος της κεφαλαιοποίησης µε ανατοκισµό είναι µεγαλύτερος από τον τόκο 

της απλής κεφαλαιοποίησης για t>1. 

 

Για την περίπτωση όπου t=1, ο τόκος της απλής κεφαλαιοποίησης είναι ίσος µε 

τον τόκο κεφαλαιοποίησης του ανατοκισµού. 

 

 

2.2.2  Οι έννοιες των ανάλογων και ισοδύναµων επιτοκίων. 
 

Στην περίπτωση του απλού τόκου το επιτόκιο i λέγεται ετήσιο ονοµαστικό 

επιτόκιο. 

Στην περίπτωση του απλού τόκου, όταν ο τόκος βρίσκεται κατά τη χρονική 

περίοδο ίση µε 1/m του ενός χρόνου, τότε το ετήσιο ονοµαστικό επιτόκιο i διαιρείται 
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δια m. Στην περίπτωση αυτή το επιτόκιο i και το επιτόκιο i/m λέγονται ανάλογα 

επιτόκια. 

 

Ισοδύναµα, λέγονται δύο επιτόκια, αν παράγουν τον ίδιο τόκο ή την ίδια τελική 

αξία για το ίδιο κεφάλαιο και τον ίδιο συνολικό χρόνο τοκισµού, όταν αντιστοιχούν σε 

διαφορετικές περιόδους ανατοκισµού. 

 

 =  ×   =>   i =  – 1  =>    =  - 1 

 

 

→ Το επιτόκιο  λέγεται επιτόκιο κλασµατικής περιόδου. Το επιτόκιο i λέγεται 

ετήσιο πραγµατικό επιτόκιο. 

 

 = m ×   

 

→ Το επιτόκιο = × m λέγεται ονοµαστικό επιτόκιο συχνότητας. Μας 

βοηθάει να βρίσκουµε το ετήσιο ονοµαστικό επιτόκιο συχνότητας m, όταν ξέρουµε το 

ετήσιο πραγµατικό επιτόκιο i. 

 

2.2.3  Εύρεση της τελικής αξίας κεφαλαίου, µε κλασµατικό χρόνο 

ανατοκισµού.  

 

Έστω ότι ο χρόνος t αποτελείται από n χρονικές µονάδες και   µέρη µιας 

χρονικής µονάδας. 

 

● Εκθετικός τρόπος 

 

 =  ×   =   ×  

 

 

● Γραµµική µέθοδος 

 

  =   × (1+ ) 

 

Αν η ακέραια περίοδος είναι ο ένας χρόνος και ο χρόνος είναι n χρόνια και 

m µήνες, τότε έχουµε: 
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 =   × (1+ ) 

 

Αν ο χρόνος είναι n χρόνια και d ηµέρες, τότε έχουµε: 

 

 =   × (1+ ) 

 

2.3     Περιοδικός ανατοκισµός 

 Ο περιοδικός ανατοκισµός χρησιµοποιείται για συγκεκριµένο (πεπερασµένο) 

αριθµό περιόδων ανατοκισµού σε ένα χρόνο, π.χ.: 

• 4 για τριµηνιαίο ανατοκισµό  

• 12 για µηνιαίο ανατοκισµό  

• 52 για εβδοµαδιαίο ανατοκισµό  

• 365 για καθηµερινό ανατοκισµό  

• 8.750 για ωριαίο ανατοκισµό  

Κλπ 

ΑΣΚΗΣΗ 1 

Το ποσό των 2.000 ευρώ επενδύεται για πέντε χρόνια σε έναν ανατοκιζόµενο  

λογαριασµό, που δίνει  6% τόκο ανά τρίµηνο. Να βρεθεί το τελικό ποσό στο 

λογαριασµό.  

 

 ΛΥΣΗ 

= 2000 = 2000 ×  = 2000 × 1,346855 = 

2693,71 

ΑΣΚΗΣΗ 2 

Το ποσό των 5.000 ευρώ επενδύεται για δύο χρόνια σε έναν ανατοκιζόµενο 

λογαριασµό, που δίνει 1% τόκο ανά µήνα. Να βρεθεί το τελικό ποσό στο λογαριασµό. 

 ΛΥΣΗ 
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A = 5000 = 5000 ×  = 5000 × 1,020111 = 5100,555 

2.4    Συνεχής ανατοκισµός 

Τα επιτόκια, µερικές φορές, µετατρέπονται σε επιτόκια συνεχούς ανατοκισµού 

επειδή ο συνεχής ανατοκισµός είναι καταλληλότερος (π.χ. ευκολότερα 

διαφοροποιηµένος). Ένας βασικός λόγος που χρησιµοποιούµε το συνεχή ανατοκισµό 

είναι για να απλοποιήσουµε την ανάλυση των ποικίλων επιτοκίων προεξόφλησης. 

ΑΣΚΗΣΗ 1 

 Ας υποθέσουµε ότι στο έτος 0, ένα σεντ κατατίθεται σε ένα λογαριασµό µε 1% 

 επιτόκιο συνεχούς ανατοκισµού (δηλ., r = 0, 01). Πόσο θα αξίζει 2110 χρόνια 

 αργότερα;  

 

 ΛΥΣΗ 

 Το ποσό που ένας λογαριασµός έχει αυξηθεί µετά από t χρόνια δίνεται από 

  A(t) = , η οποία στην περίπτωση αυτή γίνεται: A(t) =  

 

 Έτσι µετά από 2110 χρόνια, ο λογαριασµός θα αυξηθεί µε  

 A(2110) =  =  = (0,01)(1457516796.05142392) =  

  14575167.9605142392  

  

ΑΣΚΗΣΗ 2 

 Ποιο χρηµατικό ποσό θα πρέπει να κατατεθεί σε ένα λογαριασµό µε 8% επιτόκιο 

 συνεχούς ανατοκισµού (δηλ., r = 0,08), για να αξίζει ένα εκατοµµύριο ευρώ σε 

 30 χρόνια; 

  

 ΛΥΣΗ  

 Το ποσό που ένας λογαριασµός έχει αυξηθεί µετά από t χρόνια δίνεται από 

 A(t) = , οπότε  

 

 A(30) =  = 1.000.000 €   =   90717,95 

 

 ΑΣΚΗΣΗ 3 

 Με τι επιτόκιο (συνεχούς ανατοκισµού) θα γίνουν οι 3.000 € 300.000 € σε 25 

 χρόνια; 

 

 ΛΥΣΗ 
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 Το ποσό που ένας λογαριασµός έχει αυξηθεί µετά από t χρόνια δίνεται από  

 A(t) = , οπότε  

 A(25) = 3.000  = 300.000   =  = 100 

 Λαµβάνοντας το φυσικό λογάριθµο και των δύο πλευρών αυτής της εξίσωσης 

 των αποδόσεων στη συνέχεια: 

  25r =   r =    0.18420680743952365 

 

 Το επιτόκιο θα πρέπει να είναι 18,42 % 

 

 ΑΣΚΗΣΗ 4 

 Ποιος είναι ο χρόνος για να διπλασιαστεί µια επένδυση, στο πλησιέστερο δέκατο 

 χιλιοστό του έτους, εάν κερδίζει 5% επιτόκιο συνεχούς ανατοκισµού; 

  

 ΛΥΣΗ 

 Το ποσό που ένας λογαριασµός έχει αυξηθεί µετά από t χρόνια δίνεται από  

 A(t) = , A(t) =  = 2    = 2 

 

 Λαµβάνοντας το φυσικό λογάριθµο και των δύο πλευρών αυτής της εξίσωσης 

 των αποδόσεων στη συνέχεια: 

  =   t =   13.862943611198906 

 

 Με επιτόκιο 5% συνεχούς ανατοκισµού, θα χρειαστούν περίπου 13.8629 χρόνια 

 σε µια επένδυση για να διπλασιαστεί 

 

2.5   Προϋποθέσεις ανατοκισµού 
 

Ο ανατοκισµός επιτρέπεται µε τον τριπλό περιορισµό: α) ότι καθυστερούνται 

τόκοι τουλάχιστον ενός έτους, β) ότι έγινε ειδική συµφωνία ανατοκισµού ή ασκήθηκε 

καταψηφιστική αγωγή και γ) ότι η αγωγή ασκήθηκε ή η συµφωνία καταρτίστηκε µετά 

την πάροδο του έτους (Εφ ΑΘ 2981/1992 ΕΤραπ∆ 1993.104, ΠολΠρΘεσ 1096/1994 

ΕΤρΑξΧρ∆ 1994. 47, ΜονΠρΘεσ 3160/1994 ΕΤρΑξΧρ∆ 1994.293).  

Εξαίρεση απότελούν οι διατάξεις των άρθρων 110, 111 § 2 και 112 ΕισΝ Α.Κ 

(ΜονΠρΘεσ 3160/1994 ΕΤρΑξΧρ∆ 1994.293). Για απαιτήσεις που συνοµολογήθηκαν 

µεταξύ εµπόρων και πηγάζουν από εµπορική αιτία και για τους δυο τους 

συµβαλλόµενους, είναι επιτρεπτό για οφειλόµενους τόκους, τουλάχιστο ενός εξαµήνου, 

να συµφωνηθούν ή ν’ απαιτηθούν µε αγωγή τόκοι (ΕφΑΘ 2981/1992 ΕΤραπ∆ 1993.104, 

ΠολΠρΘεσ 1096/1994 ΕΤρΑξΧρ∆ 1994.47).  

Συµφωνία για κεφαλαιοποίηση των µελλοντικών τόκων, που γίνεται εκ των 

προτέρων και κατά την οποία η έναρξη του ανατοκισµού θα επέλθει αµέσως µόλις 

συµπληρωθεί στο µέλλον, έτος ή εξάµηνο καθυστέρησης των τόκων, είναι άκυρη ως 

προς τη ρήτρα του ανατοκισµού, σύµφωνα µε τη διάταξη του άρθρου 174 Α.Κ (ΕφΑΘ 

2981/1992 ΕΤραπ∆ 1993.104). ακυρότητας µόνο της συµφωνίας, καθ’ ένα µέρος 
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υπερβάλλει τα προκύπτοντα ως άνω θεµιτά όρια του ανατοκισµού, ώστε να 

εξακολουθούν να οφείλονται τόκοι τόκων για χρονικά διαστήµατα, που αντιστοιχούν σ’ 

εκείνα του ανατοκισµού στις καταθέσεις.  

Στην τραπεζική πίστωση επιτρέπεται κατ’ εξαίρεση ο ανατοκισµός τόκων που 

οφείλονται σε πιστωτικά ιδρύµατα (ΕφΑΘ 3050/1992 Αρµ 1993.319 = ΕΕµπ∆ 1994.39). 

Αν οι τόκοι επιδικάστηκαν µ’ επιτόκιο υπερηµερίας και όχι µε το συµφωνηµένο στη 

σύµβαση πίστωσης δεν υπόκεινται σε ανατοκισµό (ΕφΑΘ 3050/1992 Αρµ 1993.319 = 

ΕΕµπ∆ 1994.39).  

Τόκοι από τραπεζικές πιστώσεις. Στη διάταξη του άρθρ. 3 § 2 Ν.∆ 588/1948, όπως 

ισχύει, σήµερα (ύστερα από τα άρθρα 4 § 2 Ν. 128/1975 και 2 Ν. 1046/1980) µε την 

οποία εξουσιοδοτείται η ΝΕ να καθορίζει και να µεταβάλλει ακόµη και αναδροµικά (µε 

έγκριση όµως, στην τελευταία περίπτωση του Υπουργικού Συµβουλίου), µεταξύ άλλων 

και το ύψος του τόκου και των λοιπών επιβαρύνσεων για οποιοδήποτε σκοπό από τις 

τράπεζες ή άλλα πιστωτικά ιδρύµατα παρεχόµενες ή παρασχεθείσες πιστώσεις, όπως και 

στην ΑΝΕ 275/1980, που εκδόθηκε µέσα στα όρια της εν λόγω νοµοθετικής 

εξουσιοδότησης, εµπίπτει και η τοκοφορία από πίστωση του τιµήµατος σε περίπτωση 

πώλησης ακινήτου από τράπεζα ή πιστωτικό οργανισµό µε τέτοια πίστωση είτε όλου 

είτε του µέρους (ΑΠ 182/1990 ΝοΒ 1991.908 = ΕΕΝ 1990.685).  

Επιπλέον, όσον αφορά τον εκτοκισµό, έχει νοµοθετική εξουσιοδότηση ΝΕ. Οι 

απόφάσεις της ΝΕ έχουν ισχύ κανόνα δικαίου. Από 8.12.1980 δεν ισχύουν οι 

περιορισµοί των άρθρων 111, 112 § 2 ΕισΝΑΚ (ΕφΘεσ 2970/1991 Ελλ∆νη 1992.1245).  

Τα πιστωτικά ιδρύµατα που λειτουργούν στην Ελλάδα, µπορούν, χωρίς κανένα 

χρονικό ή άλλο περιορισµό, να εισπράττουν τόκους επί τόκων και µάλιστα πάνω στους 

καθυστερούµενους τόκους από τη στιγµή που οι τελευταίοι έγιναν απαιτητοί και 

ανεξάρτητα από το αν η σχετική δανειακή σύµβαση προβλέπει ή όχι την καταβολή 

τόκων (ΕφΑΘ 10257/1996 ΕΤρΑξΧρ∆ 1997.762 = ∆ΕΕ 1997.603 = ΕΕµπ∆ 1998.339).  

Όσον αφορά την επιδίκαση των τόκων επί του απαιτούµενου κεφαλαίου, αρκεί ν’ 

αναφέρεται η λέξη «νοµιµοτόκως» και ο προσδιορισµός του χρόνου έναρξης αυτών, 

χωρίς να χρειάζεται να υπολογιστεί το ορισµένο ποσό αυτών. Όταν όµως, ζητούνται και 

οι τόκοι των τόκων, πρέπει οι κεφαλαιοποιηµένοι τόκοι ν’ αναγράφονται κατά ποσό 

ορισµένο στη διαταγή πληρωµής, διαφορετικά αυτή είναι άκυρη κατά το άρθρο 630 

ΚΠολ∆, σε συνδυασµό µε το στοιχείο της βλάβης κατά το άρθρο 159 περ. 3 ΚΠολ∆ 

(ΕφΘεσ 44/1998 ∆ΕΕ 1998.725).  

Αξίζει ν’ αναφερθεί ότι, σύµφωνα µε το άρθρο 27 § 1 Ν 2076/1992, τα πιστωτικά 

ιδρύµατα υποχρεούνται να παύουν τον εκτοκισµό δανείων µετά τη συµπλήρωση 

χρονικού διαστήµατος δώδεκα µηνών, που έχει σαν συνέπεια οι λογισθέντες τόκοι επί 

των δανείων αυτών να παραµένουν ανείσπρακτοι. Μετά την πάροδο του δωδεκαµήνου, 

ο εκτοκισµός των καθυστερούµενων τόκων επιτρέπεται να γίνεται µόνο εξωλογιστικά, ή 

εφόσον πρόκειται για δάνειο που εξυπηρετείται µε ανοιχτό ή αλληλόχρεο λογαριασµό, 

λογιστικά µε ισόποση πίστωση του λογαριασµού (Εφ∆ωδ 262/1997 ΕπισκΕ∆ 1998.757). 

2.6   ∆ιαταγή πληρωµής 

 

Με τη διαταγή διατάσσεται ο οφειλέτης να καταβάλει στον αιτούντα ορισµένο 

χρηµατικό ποσό ως κεφάλαιο, νοµιµότοκα. Είναι εκτελεστός τίτλος µόνο για το 

κεφάλαιο αυτό και για τους επί αυτού νόµιµους τόκους. Αν δεν έχει επιδικάσει και 

τόκους επί των τόκων δεν αποτελεί ως προς αυτούς, εκτελεστό τίτλο. 

Ο ανατοκισµός δεν επιτρέπεται όταν τα πιστωτικά ιδρύµατα έχουν εξοπλίσει την 

απαίτησή τους µε διαταγή πληρωµής ή δικαστική απόφαση, διότι πλέον ο τόκος που 
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οφείλεται είναι τόκος υπερηµερίας και όχι δικαιοπρακτικός (ΕφΘεσ 2383/1993 

ΕΤρΑξΧρ∆ 1994.90 = ΕΕµπ∆ 1994.212 = Αρµ 1994.148).  

Όσον αφορά την επιδίωξη είσπραξης τόκων επί καθυστερούµενων τόκων, αν η 

εκδοθείσα διαταγή πληρωµής δεν περιλαµβάνει σχετική διάταξη για την καταβολή 

τόκων λόγω ανατοκισµού, τότε δεν απότελεί εκτελεστό τίτλο ως προς αυτούς (ΑΠ 

489/1997 ΝοΒ 1999.35).  

Αναγκαστική εκτέλεση µπορεί να γίνει µε βάση εκτελεστό τίτλο. Εκτελεστοί 

τίτλοι είναι οι διαταγές πληρωµής που εκδίδουν Έλληνες δικαστές (ΕφΘεσ 1813/1997 

ΕΤρΑξΧρ∆ 1997.776). 

Από το συνδυασµό των διατάξεων 904,623,624,626,627-631 ΚΠολ∆, συνάγεται 

ότι, η διαταγή πληρωµής που εκδόθηκε µε βάση το κατάλοιπο αλληλόχρεου 

λογαριασµού τράπεζας απότελεί εκτελεστό τίτλο µόνο για το κεφάλαιο και τους τόκους 

για τα οποία εκδόθηκε και όχι για τους τόκους από ανατοκισµό. Ο Ν. 1083/1980 και η 

εκδοθείσα κατ’ εξουσιοδότηση αυτού απόφαση ΝΕ 289/1980, που ρυθµίζουν τον 

εκτοκισµό των τόκων που οφείλονται στις τράπεζες και τους άλλους πιστωτικούς 

οργανισµούς δεν τροποποίησαν τις διατάξεις της αναγκαστικής εκτέλεσης (ΑΠ 96/1996 

ΕΕµπ∆ 1997.46 = ΝοΒ 1997.780). 

Έπειτα, εξαίρεση εισάγουν τ’ άρθρα 40,57 και 65 του Ν.∆. της 17.7./13.8.1923 

σύµφωνα µε τα οποία η αναγκαστική εκτέλεση που ενεργείται µε βάση τις διατάξεις 

του, µπορεί να γίνει µε µόνη την επίδοση επιταγής προς πληρωµή, παρά την έλλειψη 

εκτελεστού τίτλου (ΑΠ 96/1996 ΕΕµπ∆ 1997.46 = ΝοΒ 1997.780).  

Εν κατακλείδι, η διαταγή πληρωµής που απέκτησε ισχύ δεδικασµένου αποκλείει 

την ύστερη άσκηση νέας αγωγής για την ίδια απαίτηση και αποτελεί προδικαστικό 

ζήτηµα για την ύστερη επιδίωξη αξίωσης του ανατοκισµού. Η απαίτηση τόκου των 

τόκων αποτελεί δικαίωµα που δεν ταυτίζεται µε τη νοµική βάση κύριας οφειλής. Ο 

τίτλος που επιδικάζει κεφάλαιο και τόκους δεν αποτελεί εκτελεστικό τίτλο και για τους 

τόκους (ΠολΠρΑΘ 464/1989 ΑΝ 1990.35). 

2.7   Παραγραφή 

 

Οι απαιτήσεις από κεφαλαιοποιηθέντες τόκους δεν υπάγονται στην πενταετή 

παραγραφή του άρθρου 250 αρ. 11 Α.Κ, διότι µε την κεφαλαιοποίηση που γίνεται µε 

τον ανατοκισµό, οι οφειλόµενοι τόκοι χάνουν τη νοµική τους αυτοτέλεια και 

ενσωµατώνονται στο κεφάλαιο, µε συνέπεια να υπάγονται στην 20ετή παραγραφή του 

άρθρου 249 Α.Κ. Σε 20ετή παραγραφή υπόκεινται οι αξιώσεις από τα τέλη χαρτοσήµου 

ΦΚΕ και ΕΦΤΕ. Η αναγραφή των τόκων ως αυτοτελές κονδύλιο στην επιταγή προς 

πληρωµή, δεν συνεπάγεται την ανάκτηση από αυτούς της νοµικής τους αυτοτέλειας, 

ούτε την υπαγωγή τους στην 5ετή παραγραφή, διότι γίνεται καθαρά για τεχνικούς ή 

λογιστικούς λόγους και προς πληρέστερη ενηµέρωση των υπόχρεων ως προς το ακριβές 

ύψος της οφειλής τους και την αιτία, από την οποία πηγάζει (ΕφΠατρ 753/1998 ∆ΕΕ 

1999.195).  

Οι τόκοι υπόκεινται σε 5ετή παραγραφή που ξεκινά από το τέλος του έτους εντός 

του οποίου δηµιουργήθηκαν. Όταν όµως, συµφωνηθεί εκ των προτέρων ότι οι µη 

εισπραττόµενοι τόκοι θα κεφαλαιοποιούνται, τότε οι κεφαλαιοποιηθέντες τόκοι 

υπόκεινται σε 20ετή παραγραφή. Λόγοι διακοπής της παραγραφής (ΕφΑΘ 1140/1996 

∆ΕΕ 1996.502). 

2.8   Συνταγµατικότητα 
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∆εν είναι αντισυνταγµατική η ΑΝΕ 289/1980 που ορίζει ότι ο εκτοκισµός των 

οφειλόµενων σε τράπεζες και λοιπούς πιστωτικούς οργανισµούς τόκων, µπορεί να γίνει 

από την πρώτη ηµέρα καθυστέρησης άνευ οποιουδήποτε χρονικού ή άλλου περιορισµού. 

Μπορεί να συναφτεί, όµως, αντίθετη συµφωνία µεταξύ των συµβαλλόµενων (ΕφΑΘ 

1140/1996 ∆ΕΕ 1996.502). 

 

2.9   Κίνδυνοι από τον ανατοκισµό 

 

Οι κίνδυνοι από τον επανειληµµένο τοκισµό του ίδιου ποσού, που κατά 

αποτέλεσµα ισοδυναµεί µε τη συνοµολόγηση υπέρµετρων τόκων
1
, αφορούν πρωτίστως 

τον οφειλέτη και καθιστούν στοιχειώδη την ανάγκη προστασίας του από ενδεχόµενη 

εκµετάλλευση του από µέρους του δανειστή, δεδοµένου µάλιστα ότι ο δανειστής είναι 

εκείνος που υπαγορεύει συνήθως το καθεστώς της σύµβασης. 

Ειδικότερα ο κίνδυνος συνίσταται στην αοριστία της τελικής οικονοµικής 

επιβάρυνσης του οφειλέτη αν µάλιστα ληφθεί υπόψη ότι ο εκτοκισµός των 

δεδουλευµένων τόκων είναι δυνατόν να επαναλαµβάνεται καθ’ όλη την διάρκεια της 

καθυστέρησης κατά µικρότερα ή µεγαλύτερα χρονικά διαστήµατα. Οδυνηρή συνέπεια 

για τον οφειλέτη είναι ο αιφνιδιασµός του από την ανατροπή των προβλέψεων και του 

προϋπολογισµού της υποχρέωσής του, την οποία σαφώς επιφέρει η συνεχής 

αναµόρφωση της επιβάρυνσης. 

Εξάλλου, η αοριστία της τελικής οφειλής ενδέχεται να θίξει και τους επόµενους 

στην τάξη ενυπόθηκους δανειστές του οφειλέτη, στην υπόθεση που η εξασφαλιστική 

ενέργεια του άρθρου 1289 Α.Κ καλύπτει όχι µόνο τους τόκους της απαίτησης αλλά κατά 

την ίδια τάξη και το ποσό που θα προκύψει από τον εκτοκισµό τους. Το άρθρο 1289 

Α.Κ εφαρµόζεται σαφώς επί των καθυστερούµενων τόκων τους οποίους µάλιστα 

ασφαλίζει κατά την ίδια τάξη, αλλά µε τους χρονικούς περιορισµούς που θέτει. 

2.10   Επιτόκιο του ανατοκισµού 

 

Το επιτόκιο στον ανατοκισµό προσδιορίζεται από τα µέρη. Όταν η 

κεφαλαιοποίηση των τόκων υλοποιείται µε το συνυπολογισµό τους στο αρχικό 

κεφάλαιο, τότε ταυτίζεται µε το επιτόκιο µε το οποίο υπολογίζονται οι οφειλόµενοι 

τόκοι επί του συγκεκριµένου κεφαλαίου. Όταν όµως τηρείται ξεχωριστός λογαριασµός 

τόκων, τότε είναι δυνατόν να συµφωνηθεί διαφορετικό ύψος επιτοκίου ανατοκισµού.  

Αν τα µέρη παρέλειψαν να προσδιορίσουν το επιτόκιο του ανατοκισµού και δεν 

έχει ανατεθεί η άρση της αοριστίας της παροχής στην τράπεζα, το επιτόκιο είναι το ίδιο 

µε το επιτόκιο που υπολογίστηκαν οι ανατοκιζόµενοι τόκοι. 

Εξαιτίας του εµφανούς κινδύνου που ενέχει ο ελεύθερος προσδιορισµός του 

επιτοκίου από τα µέρη, το άρθρο 30 του ν. 2789/2000 και το νεότερο άρθρο 42 § 1 του 

ν. 2912/2001 εισήγαγαν όρια τα οποία η συνολική οφειλή δεν επιτρέπεται να υπερβεί 

µετά τον υπολογισµό του ανατοκισµού, συνυπολογιζοµένων των συµβατικών τόκων που 

και αυτοί δε δύνανται να υπερβαίνουν το 50% του ληφθέντος κεφαλαίου. Ως βάση 

υπολογισµού δηλαδή εκλαµβάνεται το αρχικώς ληφθέν κεφάλαιο ή το άθροισµα των 

κεφαλαίων των περισσότερων δανείων ή προκειµένου περί αλληλόχρεου λογαριασµού 

                                                 

 

 
1
 Σταθόπουλος, Γενικό Ενοχικό ∆ίκαιο, 1983, 423. 
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το ποσό της οφειλής όπως διαµορφώθηκε ένα έτος µετά τη λήψη του ποσού της 

τελευταίας πιστώσεως δανείου προσαυξηµένων των ποσών αυτών µε τους συµβατικούς 

τόκους µέχρι 50% του ληφθέντος κεφαλαίου κατ’ ανώτατο όριο. Αν οι τόκοι 

υπερβαίνουν το 50% του ληφθέντος κεφαλαίου, το υπερβάλλον ποσό δεν υπολογίζεται 

προκειµένου για τον καθορισµό της βάσης. Έτσι, σε συµβάσεις που έχουν συναφθεί 

µέχρι 31.12.1985 ή σε περίπτωση αλληλόχρεων λογαριασµών αν η λήψη της τελευταίας 

πιστώσεως έγινε µέχρι την ηµεροµηνία αυτή, η συνολική οφειλή (υπόλοιποι τόκοι και 

ανατοκισµός) δε δύναται να ξεπερνά το τετραπλάσιο του αρχικού κεφαλαίου µε τους 

συµβατικούς τόκους µέχρι 50%. Αν τα παραπάνω περιστατικά συνέβησαν µέχρι 

31.12.1990, η οφειλή δεν πρέπει να υπερβεί το τριπλάσιο του αρχικού κεφαλαίου και 

του 50% των συµβατικών τόκων και αν έλαβαν χώρα µέχρι 31.12.2000, το διπλάσιο. 

2.11   ∆ικονοµικά ζητήµατα 

 

Εφόσον η απαίτηση της τράπεζας για ανατοκισµό στηρίζεται σε συµφωνία, θα 

πρέπει στην αγωγή ν’ αναφέρεται συγκεκριµένα η συµφωνία αυτή και το σχετικό 

αίτηµα. Το αίτηµα δε αυτό δεν είναι η κεφαλαιοποίηση των οφειλόµενων και 

καθυστερούµενων τόκων τουλάχιστον ενός έτους ή εξαµήνου, ώστε στη συνέχεια να 

παράγουν και αυτοί τόκο, αλλά η καταψήφιση του εναγοµένου στην πληρωµή των 

καθυστερούµενων τόκων εντόκως από την επίδοση της αγωγής έως την εξόφληση.  

Και τούτο διότι, ενόψει των περιορισµών που καθορίζουν τ’ άρθρα του Α.Κ. και 

του ΕισΝΑΚ, τόσο η συµφωνία περί ανατοκισµού όσο και η αγωγή δεν ανατρέχουν στο 

παρελθόν, στο χρόνο δηλαδή από τον οποίο οι τόκοι έγιναν απαιτητοί, κάτι που θα 

µπορούσε να έχει επαχθέστατες συνέπειες για τον οφειλέτη, αλλά ο ανατοκισµός αρχίζει 

µόνο από τη συµφωνία ή την επίδοση της περί ανατοκισµού αγωγής
2
.  

Η δικαστική απόφαση θα πρέπει να επιδικάζει ρητά τους τόκους επί των τόκων 

προσδιορίζοντας το επιτόκιο και τη συχνότητα ανατοκισµού. 

2.12   Η νέα νοµοθετική ρύθµιση για τον ανατοκισµό 

 

Τη νέα ρύθµιση για τον τραπεζικό ανατοκισµό περιέχει σήµερα το άρθρο 12 του ν. 

2601/1998 «ενισχύσεις ιδιωτικών επενδύσεων για την οικονοµική και περιφερειακή 

ανάπτυξη της χώρας και άλλες διατάξεις», όπως έχει συµπληρωθεί και περαιτέρω 

τροποποιηθεί από τ’ άρθρα 30 του ν. 2789/2000 και 42 του ν. 2912/2001. Πρόκειται για 

κακότεχνες ρυθµίσεις, που αντιµετωπίζουν αποσπασµατικά τα προβλήµατα του 

ανατοκισµού, µε αποτέλεσµα να τυγχάνει ακόµη εφαρµογής και η απόφαση της Ν.Ε. σε 

ορισµένα σηµεία.  

Ως προς τον χρονικό διάστηµα του ανατοκισµού, είναι βέβαια φανερό ότι δεν 

µπορεί να υπολογίζεται σε ηµερήσια βάση, διότι κάτι τέτοιο θα υπερχρέωνε τον 

οφειλέτη. Η ελευθερία του καθορισµού της συχνότητας του ανατοκισµού περιορίζεται 

µε βάση τις αρχές της καλής πίστης, των χρηστών ηθών και της µη καταχρηστικής 

άσκησης δικαιώµατος. Εξάλλου, δεν θα ήταν αβάσιµο να υποστηρίξει κανείς ότι οι 

ρήτρες που τίθενται στις συµβάσεις για την χρονική συχνότητα του ανατοκισµού θα 

πρέπει να ταυτίζονται µε τις ρήτρες για τον ανατοκισµό των καταθέσεων, που ορίζουν 

οι τράπεζες ή να καθορίζουν µεγαλύτερα διαστήµατα ανατοκισµού. Σε κάθε περίπτωση 

                                                 

 

 
2
 ΕφΑθ 9104/1999, ∆ΕΕ 2000, ΣΕΛ. 630, απ 1289/2000, ∆ΕΕ 2001, σελ. 503 
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πάντως είναι απαραίτητο να προσδιορίζεται µε σαφήνεια η συχνότητα του ανατοκισµού 

που µε τη σειρά της συντελεί στον ποσοτικό προσδιορισµό της παροχής του οφειλέτη, 

προκειµένου ν’ αποφευχθεί η αοριστία της παροχής.  

Πέρα όµως από τις γενικές αυτές αρχές, το αρ. 12 § 1 ορίζει για τις συµβάσεις 

δανείων, ότι εφόσον υπάρχει συµφωνία των µερών, ο ανατοκισµός είναι τουλάχιστον 

εξάµηνος, µε την έννοια ότι δεν µπορεί να συµφωνείτε για µικρότερα χρονικά 

διαστήµατα. Αν τέτοια συµφωνία εκλείπει, ισχύουν όσα ορίζουν τ’ άρθρα 296 Α.Κ. και 

110 και 111 ΕισΝΑΚ (αρ. 12 § 1 εδ. β΄), δηλαδή, ο εξάµηνος κατά βάση ανατοκισµός.  

Στις συµβάσεις αλληλόχρεου λογαριασµού θα πρέπει καταρχήν να επισηµανθεί ότι 

οι απαιτήσεις από τόκους εισέρχονται στον τρέχοντα λογαριασµό χάνοντας την 

αυτοτέλειά τους και κεφαλαιοποιούνται και ανατοκίζονται σύµφωνα µε το αρ. 112  

ΕισΝΑΚ. Αυτό σηµαίνει ότι, εφόσον δεν προβλέπεται κάτι άλλο στη σύµβαση, ο 

λογαριασµός κλείνει περιοδικά και οι τόκοι ανατοκίζονται ανά εξάµηνο. Ο ανά εξάµηνο 

ανατοκισµός ισχύει και στην περίπτωση του οριστικού κλεισίµατος του λογαριασµού, 

εφόσον δεν έχει συµφωνηθεί κάτι άλλο. Αυτά προκύπτουν από το αρ.12 § 1 εδ. β’, το 

οποίο παραπέµπει στις διατάξεις του ΕισΝΑΚ. Αν όµως υπάρχει συµφωνία των µερών, 

τότε θα πρέπει να γίνει ο εξής διαχωρισµός. Αν συµφωνηθεί µεγαλύτερο του εξάµηνου 

διάστηµα κλεισίµατος του λογαριασµού και ανατοκισµού, ισχύει η εν λόγω συµφωνία. 

Αν όµως συµφωνηθεί κλείσιµο ανά τρίµηνο, όπως επιτρέπεται κατά το αρ. 112 

ΕισΝΑΚ, ο ανατοκισµός ισχύει κατ’ ελάχιστο όριο ανά εξάµηνο κατ’ εξαίρεση από την 

παραπάνω ρύθµιση (αρ. 12 § 1 2η περίοδος).  

Στη δεύτερη παράγραφο του άρθρου 12 ορίζεται ότι «οι υφιστάµενες συµφωνίες 

περί ανατοκισµού για συµβάσεις που έχουν καταρτισθεί πριν από την έναρξη ισχύος του 

νόµου αυτού εξακολουθούν να ισχύουν». Ενώ δηλαδή για τις συµβάσεις που 

συνήφθησαν µετά την έναρξη ισχύος του νόµου, δεν επιτρέπεται να συµφωνηθεί 

ανατοκισµός ανά διαστήµατα µικρότερα του εξαµήνου, σε όσες συµβάσεις 

προηγήθηκαν του εν λόγω νόµου εξακολουθούν να ισχύουν τυχόν συµφωνίες για 

ανατοκισµό (π.χ. ανά τρίµηνο). Στη συνέχεια εισάγεται µία καινοτόµος ρύθµιση που 

προβληµατίζει. Σύµφωνα µε αυτή, αν στις παραπάνω συµβάσεις δεν υπάρχουν τέτοιες 

συµφωνίες, εισάγεται αυτοδίκαιος ανατοκισµός ανά εξάµηνο κατ’ ελάχιστο όριο.  

Ειδικά δε για στεγαστικά δάνεια ορίζεται ότι ισχύει ο εξάµηνος ανατοκισµός µετά 

δωδεκάµηνο από την έναρξη ισχύος του νόµου, ενώ για τις πιστώσεις µέσω πιστωτικών 

δελτίων (καρτών) ισχύει ο εξάµηνος ανατοκισµός από την πρώτη ανανέωσή τους. Η 

ρύθµιση αυτή ευνοεί τις τράπεζες σε βάρος των πελατών τους, οι οποίοι βρίσκονται ήδη 

σε δυσµενή οικονοµική θέση. Η επιβολή ανατοκισµού είναι θέµα ιδιαίτερων 

συµφωνιών, των συνθηκών που διέπουν τις εν λόγω συµβάσεις, των αρχών του αστικού 

δικαίου για την καλή πίστη και την κατάχρηση δικαιώµατος. Η ανατροπή αυτού του 

καθεστώτος αποκλειστικά σε βάρος του ενός συµβαλλόµενου µέρους είναι 

αδικαιολόγητη.
3
 

Πάντως, ο εξάµηνος ανατοκισµός των καθυστερούµενων τόκων των παλιών 

πιστωτικών συµβάσεων δεν µπορεί παρά να ενεργεί µόνο για το µέλλον, από τη θέση 

δηλαδή σε ισχύ της σχετικής διάταξης του άρθρου 12 του ν. 2601/1998 και όχι 

αναδροµικά από την κατάρτιση της σύµβασης, επειδή κάτι τέτοιο θα αποτελούσε 

ανεπίτρεπτη ανατροπή άρδην των όσων ο Άρειος Πάγος µε τις υπ’ αριθµούς 8/1998 και 

9/1998 αποφάσεις της Ολοµέλειάς του ενοµολόγησε και ταυτόχρονα θα ενείχε αντίθεση 

µε την ακροτελεύτια διάταξη της § 7, σύµφωνα µε την οποία η ισχύς των διατάξεων του 
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εν λόγω άρθρου αρχίζει από τη δηµοσίευση του νόµου στην Εφηµερίδα της 

Κυβερνήσεως
4
.   

Αλλά και στις οφειλές για καθυστερούµενους τόκους από συµβάσεις δανείων και 

πιστώσεων που έχουν καταγγελθεί ή οι εξ αυτών λογαριασµοί έχουν κλείσει από την 

έναρξη της ισχύος του ν. 1083/1980 µέχρι τη δηµοσίευση του παρόντος νόµου, 

εξακολουθούν να ισχύουν οι υφιστάµενες συµφωνίες περί ανατοκισµών, κι αν δεν 

υπάρχουν τέτοιες, εισάγεται αυτοδίκαιος ανατοκισµός ανά εξάµηνο ( αρ. 12 § 3).  

Η διάταξη της παραγράφου 4 επιδιώκει να διατηρηθούν όσα έχουν κριθεί 

τελεσίδικα ή ρυθµίστηκαν µε συµβιβασµό ή µε αναγνώριση χρέους ή άλλη συµφωνία 

µεταξύ των πιστωτικών ιδρυµάτων και των οφειλετών τους, αναφορικά µε τις 

πιστωτικές συµβάσεις, µέχρι τη δηµοσίευση του νόµου. Με αυτό τον τρόπο αποκλείεται 

η επιβολή του αυτοδίκαιου εξάµηνου ανατοκισµού των προηγούµενων παραγράφων στα 

ανεξόφλητα υπόλοιπα των περιπτώσεων αυτών. Αν ωστόσο οι συµφωνίες αυτές ή οι 

αποφάσεις έχουν στηριχθεί στις θέσεις της εσφαλµένης νοµολογίας του Α.Π, µπορούν ν’ 

ανατραπούν λόγω πλάνης ή µε άσκηση αναιρέσεως για παράβαση νόµου αντίστοιχα. 

Όταν πρόκειται για συµβάσεις δανείων ή πιστώσεων σε συνάλλαγµα σε φυσικά ή 

νοµικά πρόσωπα που δεν έχουν την κατοικία ή την έδρα τους στην Ελλάδα ή για 

συµβάσεις µε αντικείµενο παράγωγα χρηµατοοικονοµικά προϊόντα ή για συµβάσεις 

δανείων ή πιστώσεων µεταξύ πιστωτικών ή χρηµατοδοτικών ιδρυµάτων, επιτρέπονται 

συµφωνίες περί ανατοκισµού χωρίς κανένα χρονικό ή άλλο περιορισµό ή παραποµπές 

σε σχετικούς όρους πρότυπων συµβάσεων. Ο ∆ιοικητής της Τράπεζας της Ελλάδος 

µπορεί µε πράξεις του να επεκτείνει την εφαρµογή της παραπάνω διάταξης και σε άλλες 

u949 ειδικής φύσεως χρηµατοοικονοµικές συναλλαγές (άρθρο 12 § 5).  

Με την παράγραφο 6 καταργείται ρητά η διάταξη του αρ. 8 § 6 του ν. 1083/1980 

και µε την 7 ορίζεται ότι η ισχύς των διατάξεών του αρχίζει από τη δηµοσίευση του 

νόµου στην Εφηµερίδα της Κυβερνήσεως, µ’ εξαίρεση τις συµβάσεις καταναλωτικής 

πίστης, για τις οποίες η ισχύς των διατάξεων αρχίζει µετά εξάµηνο από τη δηµοσίευσή 

του. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 ΡΑΝΤΕΣ 
 

 

Στο κεφάλαιο αυτό θα ασχοληθούµε µε την ράντα τα είδη, της κατηγορίες της 

και τις εφαρµογές της. 

3.1   Βασικές έννοιες  

 

Ο όρος ράντα προέρχεται από τον λατινικό όρο reditta και στην αγγλική γλώσσα 

rent ή annuity. Στην ελληνική γλώσσα θα µπορούσε να χαρακτηριστεί µε τον όρο 

χρηµατοσειρά ή χρηµατοροή, εξηγώντας παρακάτω τι ακριβώς σηµαίνει. Είναι δηλαδή 

ένα σύνολο χρηµατικών ποσών που είναι ίσα και καταβάλλονται σε µορφή  κατάθεσης η 

ανάληψης σε ίσα χρονικά διαστήµατα. Οι πιο γνώστες σε εµάς µορφές ράντας είναι το 

ενοίκιο που καταβάλλουµε ή εισπράττουµε στην καθηµερινότητά µας, οι ασφαλιστικές 

εισφορές που κρατούνται από µισθούς καθώς και οι δόσεις που πληρώνουµε σε δάνειο 

που έχουµε συνάψει. 

Η ράντα αποτελείται από τέσσερα «κοµµάτια», τον όρο, την περίοδο, την αρχή, 

και το τέλος της.  

• Όρος είναι το καταβεβληµένο χρηµατικό ποσό κατάθεσης ή ανάληψης κάθε 

φοράς.  

• Περίοδος είναι το χρονικό διάστηµα που µεσολαβεί µεταξύ δυο διαδοχικών 

όρων αυτής, δηλαδή ο χρόνος που µεσολαβεί µέχρι την επόµενη καταβολή της.  

• Αρχή ράντας είναι η αρχή της πρώτης περιόδου της, δηλαδή ο χρόνος που 

ξεκινάει από την πρώτη καταβολή του όρου της ράντας και  

• Τέλος ράντας είναι ουσιαστικά η τελευταία καταβολή του όρου της ράντας. 

 

3.2   Αρχική και τελική αξία ράντας 

 

Επίσης, η αρχική αξία(A) της που είναι το άθροισµα των πραγµατικών αξιών των 

όρων της και βοηθάει στην αξιολόγηση των επενδύσεων και φυσικά την τελική αξία(S) 

της που είναι το άθροισµα των τελικών αξίων των όρων της. 

Ακολουθεί ένα παράδειγµα που θα µας βοηθήσει να κατανοήσουµε τον 

υπολογισµό της αρχικής και τελικής αξία ράντας. 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 1 

Στο τέλος κάθε έτους και για τρία συνεχή έτη καταθέτουµε 50,150,450 ευρώ 

αντίστοιχα, το ετήσιο επιτόκιο ανατοκισµού είναι 3%. Ψάχνουµε την τελική και αρχική 

αξία της ράντας. 

ΛΥΣΗ 

Η τελική αξία της ράντας όπως είδαµε παραπάνω είναι το άθροισµα των τελικών 

αξιών των όρων της, οπότε για να την υπολογίσουµε πρέπει να υπολογίσουµε αυτό το 

άθροισµα. Ο πρώτος όρος είναι 50 ευρώ µε ανατοκισµό για δυο χρόνια. Ο δεύτερος 150 

ευρώ µε ανατοκισµό για ένα χρόνο υπόλοιπο για τρία χρόνια, και ο τρίτος είναι 450 

ευρώ που απλά προστίθεται στο λογαριασµό αφού αντιστοιχεί στο τρίτο έτος. 
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Εποµένως έχουµε την τελική αξία:  

 

 
 

Για να βρούµε την αρχική  αξία (Α)  πρέπει να υπολογίσουµε το άθροισµα των 

πραγµατικών αξιών των όρων της ράντας στην  αρχή της. Άρα αρχική αξία: 

 

 
 

Ο τρόπος αυτός γενικά χρησιµοποιείται για τον υπολογισµό της αρχικής και 

τελικής αξίας κάθε ράντας.  

3.3   Αξιολόγηση επενδύσεων µε τη χρήση-βοήθεια της αρχικής αξίας της 

ράντας 

 

Όπως αναφέραµε προηγουµένως η αρχική αξία µιας ράντας χρησιµοποιείται 

επίσης και για την αξιολόγηση των επενδύσεων µε σκοπό να µας ενηµερώσει για το αν 

µια επένδυση που θέλουµε να κάνουµε είναι συµφέρουσα η µη, κάνοντας µε αυτό τον 

τρόπο της αποφάσεις µας γρηγορότερες, ευκολότερες και σωστότερες. 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2 

 

Σκεφτόµαστε να επενδύσουµε 15.000€ σε µια επιχείρηση η οποία υπολογίζουµε 

ότι θα  µας αποφέρει κέρδος σε δυο συναπτά έτη από σήµερα. 10.000 ευρώ στο τέλος 

του πρώτου έτους και 10.200 ευρώ στο τέλος του δεύτερου έτους µε επιτόκιο 

ανατοκισµού 2%. Να βρεθεί η αρχική αξία της ράντας και στη συνέχεια να γίνει η 

αξιολόγηση της επένδυσης αυτής. 

 

ΛΥΣΗ 

 

 Πρέπει να υπολογίσουµε την αρχική αξία: 

 
 

Αν η αρχική αξία (Α) είναι µικρότερη της επένδυσης τότε αυτή είναι µη 

συµφέρουσα. Σε αυτό το παράδειγµα η αρχική αξία (Α)=19611,61>15.000, άρα η 

επένδυση είναι συµφέρουσα. 

 

 

Με βάση την αρχική αξία (Α) διακρίνουµε και τις ακόλουθες περιπτώσεις: 

Αν Α<15.000 τότε η επένδυση είναι  µη συµφέρουσα 

Αν Α=15.000 τότε η επένδυση µας είναι αδιάφορη αφού δεν θα έχει ούτε κέρδος 

ούτε ζηµιά. 

Στην περίπτωση που η αρχική αξία της ράντας είναι ίση µε την επένδυση, τότε το 

επιτόκιο (i) που χρησιµοποιήθηκε για τον υπολογισµό της ονοµάζεται επιτόκιο 

επένδυσης. 
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3.4    Βασικές κατηγορίες ράντων  

 

Οι ράντες ανάλογα µε το είδος τους διακρίνονται σε κάποιες βασικές κατηγορίες 

τις οποίες θα αναφέρουµε και θα αναλύσουµε παρακάτω. 

Πρώτη βασική κατηγορία ράντας είναι οι σταθερές και µεταβλητές ράντες. 

Σταθερή είναι η ράντα στην οποία όλοι οι όροι, τα καταβεβληµένα χρηµατικά ποσά 

δηλαδή, είναι ίσα µεταξύ τους, και µεταβλητή είναι εκείνη η ράντα στην οποία δεν είναι 

όλοι οι όροι ίσοι µεταξύ τους. 

∆εύτερη σηµαντική κατηγορία είναι οι ληξιπρόθεσµες και οι προκαταβλητέες 

ράντες, όπου κάθε είδος εξαρτάται από το πότε γίνεται η καταβολή των όρων της 

ράντας. Στις ληξιπρόθεσµες οι όροι της ράντας καταβάλλονται στο τέλος της κάθε 

περιόδου. Αντίθετα στις προκαταβλητέες η καταβολή των όρων γίνεται στην αρχή της 

περιόδου. 

Τρίτη βασική κατηγορία είναι οι πρόσκαιρες και οι διηνεκείς ράντες. Πρόσκαιρες 

είναι οι ράντες στις οποίες το πλήθος των όρων είναι πεπερασµένο και διηνεκείς, οι 

ράντες οι οποίες το πλήθος των όρων τους είναι άπειρο. 

Στην τέταρτη κατηγορία ανήκουν οι άµεσες, οι µέλλουσες και οι αρξάµενες 

ράντες οι οποίες είναι οι ράντες που ο πρώτος όρος καταβάλλεται στην πρώτη περίοδο 

τους, ο πρώτος όρος καταβάλλεται µέσα στις επόµενες περιόδους τους, και ο πρώτος 

όρος καταβάλλεται πριν από ορισµένες περιόδους τους αντίστοιχα. 

Πέµπτη κατηγορία ραντών είναι οι ακέραιες και οι κλασµατικές, όπου στις 

ακέραιες, η περίοδος ανατοκισµού της ράντας συµπίπτει µε την ίδια την περίοδο της, 

και κλασµατική είναι η ράντα που δεν είναι ακέραια.  

Τέλος, είναι οι βέβαιες και οι τυχαίες. Βέβαια καλείται η ράντα στην οποία η 

καταβολή των όρων δεν εξαρτάται από την πραγµατοποίηση ή µη κάποιου γεγονότος 

και τυχαία καλείται η ράντα στην οποία η καταβολή των όρων εξαρτάται από την 

πραγµατοποίηση ή µη κάποιου γεγονότος. 

Στην συνέχεια ακολουθούν κάποια θεωρητικά παραδείγµατα των κατηγοριών 

αυτών για την καλύτερη κατανόηση τους. 

 

 

3.4.1  Ράντες σταθερές, ακέραιες, πρόσκαιρες, ληξιπρόθεσµες και άµεσες 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ράντα σταθερή, ακέραια, ληξιπρόθεσµη και άµεση 

Καταβάλλει κάποιος για n συνεχείς χρονικές περιόδους του επιτοκίου , στο τέλος 

κάθε περιόδου R ευρώ. 

 

(1) Η αρχική αξία της ράντας δίνεται από τον τύπο: 

 

 

 

(2) Η τελική αξία της ράντας δίνεται από τον τύπο: 
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ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1 

 

´Έστω  επιτόκιο ανατοκισµού. Αν καταβάλλει κάποιος για n συνεχείς  χρονικές 

περιόδους του επιτοκίου  τo ποσό R στο τέλος κάθε περιόδου, τότε να βρεθεί η αρχική 

και τελική αξία της ράντας. 

 

 

ΛΥΣΗ 

 

Για να βρούµε την αρχική αξία της ράντας αρκεί να βρούµε µε ανατοκισµό την 

πραγµατική αξία κάθε όρου της ράντας στην αρχή της, και στη συνέχεια να τις 

αθροίσουµε. Η πραγµατική αξία του πρώτου όρου είναι: 

 
όπου: 

 
 

Για τον υπολογισµό της αξίας του δεύτερου όρου ακολουθούµε τον ίδιο τύπο ως 

εξής: 

 

 

Με τον ίδιο τρόπο υπολογίζονται όλες οι πραγµατικές αξίες οι οποίες χρειάζονται. 

Στη συνέχεια και αφού έχουµε υπολογίσει τις πραγµατικές αξίες τις προσθέτουµε οπότε: 

 

 

 

 

 

Τελική αξία 

 

Για να βρούµε την τελική αξία της ράντας πρέπει µε ανατοκισµό να βρούµε την 

τελική αξία κάθε όρου της ράντας στο τέλος της, και στη συνέχεια να τις προσθέσουµε. 

Για τον πρώτο όρο έχουµε:  

 

Για τον δεύτερο όρο έχουµε:  
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Για τον (n-1) όρο είναι:  και για την τελική αξία του νιοστού όρου 

έχουµε: . Άρα η τελική αξία της ράντας είναι: 

 

 

 

 

 

 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 3 

 

Καταθέτει κάποιος  µε ανατοκισµό για τρία συνεχή έτη και στο τέλος κάθε έτους 

το ίδιο πάντα ποσό, 400 ευρώ. Αν το επιτόκιο ανατοκισµού είναι ετήσιο 3%, τότε να 

βρεθεί η αξία των καταθέσεων στην αρχή του πρώτου έτους και στο τέλος του τρίτου. 

Αυτό το πρόβληµα αποτελεί παράδειγµα ετήσιας, πρόσκαιρης, άµεσης ακεραίας, 

σταθερής και ληξιπρόθεσµης ράντας, και ψάχνουµε την αρχική και τελική τους αξία, 

δηλαδή R=400, n=3, i=0,03 και ψάχνουµε την αρχική Α και τελική S αξία της, 

εποµένως: 

 
 

Από τον πίνακα 3 (Α΄ ΜΕΡΟΣ) παρατηρούµε ότι για τρία έτη και επιτόκιο 0,03 η 

ποσότητα της αρχικής αξίας που µας ενδιαφέρει αντιστοιχεί σε 2,8286 

 

 
 

 

Η τελική της αξία είναι:  

 

 

Από τον πίνακα 2 (Α΄ ΜΕΡΟΣ): 

                                           

                                         S =  400  3,09090000 

                                          

                                         S=1236.36 

 

3.4.2  Ράντες σταθερές, ακέραιες, πρόσκαιρες, προκαταβλητέες και άµεσες 
 

 Ράντα σταθερή, ακέραια, προκαταβλητέα και άµεση 
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Καταβάλλει κάποιος για n συνεχείς περιόδους του επιτοκίου , στην αρχή 

κάθε περιόδου, R ευρώ. 

 

(1) Η αρχική αξία της ράντας δίνεται από τον τύπο: 

 

 

 

(2) Η τελική αξία της ράντας δίνεται από τον τύπο:  
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ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 

 

Έστω i το επιτόκιο ανατοκισµού. Αν καταβάλλει κάποιος για n συνεχείς χρονικές  

περιόδους του επιτοκίου i στην αρχή κάθε περιόδου το ίδιο ποσό R, τότε να βρεθεί η 

αρχική και τελική αξία της ράντας. 

 

ΛΥΣΗ: 

 

Για να βρεθεί η αρχική αξία της ράντας αρκεί να βρούµε µε ανατοκισµό την 

πραγµατική αξία κάθε όρου της  στην αρχή της και στη συνέχεια να προσθέσουµε όλες 

αυτές τις πραγµατικές αξίες, η πραγµατική αξία του πρώτου όρου είναι:  

Η πραγµατική αξία του δεύτερου όρου είναι:  

 

 

 

Η πραγµατική αξία του n-οστού όρου είναι: 

 

 

 

Άρα η αρχική πραγµατική αξία της ράντας είναι:  

 

 

 

 

 

 

 

Για τον υπολογισµό της τελικής αξίας της ράντας ακολουθούµε τη συνήθη 

διαδικασία δηλαδή υπολογίζουµε την τελική αξία κάθε όρου στο τέλος της και στη 

συνέχεια προσθέτουµε αυτές τις αξίες: 

 

Πρώτος όρος: 

 

∆εύτερος όρος: 

 

n-οστός όρος: 
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Άρα η τελική αξία της ράντας είναι:  
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Εναλλακτικά:  

 

 
 

 

 

 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 4 

 

Καταθέτει κάποιος µε ανατοκισµό στην αρχή κάθε έτους και για τρία συνεχή έτη 

το ίδιο ποσό 500€. Το επιτόκιο ανατοκισµού είναι ετήσιο 4%. Να βρεθεί η αξία των 

καταθέσεων στην αρχή του πρώτου έτους και στο τέλος του τρίτου. 

 

ΛΥΣΗ  

 

Αρχική αξία ράντας:  

 

 
 

 

Από τον πίνακα 3 (Α΄ ΜΕΡΟΣ) για την ποσότητα που µας ενδιαφέρει, για επιτόκιο 

0,04% και για τρία έτη καταλήγουµε στο 2,77509103 εποµένως: 

 

 

 

 

 

Τελική αξία ράντας: 
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3.4.3  Ράντες σταθερές, ακέραιες, πρόσκαιρες, ληξιπρόθεσµες µέλλουσες. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3 

 

Έστω i το επιτόκιο ανατοκισµού. Αν καταβάλλει κάποιος µετά από r χρονικές 

περιόδους του i  από σήµερα, στο τέλος κάθε περιόδου και για n συνεχείς χρονικές 

περιόδους του i το ίδιο ποσό R, να βρεθεί η αρχική και τελική αξία της ράντας. 

 

 

ΛΥΣΗ 

 

Για να βρούµε την αρχική αξία πρέπει να βρούµε την πραγµατική αξία  όλων 

των όρων της ράντας στο τέλος της r περιόδου και στην συνέχεια βρίσκουµε την 

πραγµατική αξία Α του  στην αρχή της πρώτης περιόδου. 

 

Άρα: 

 

 
 

 

εποµένως καταλήγουµε στον τύπο: 

 

 

 
 

 

Ράντα σταθερή, ακέραια, ληξιπρόθεσµη και µέλλουσα 

 
Καταβάλλει κάποιος µετά από r χρονικές περιόδους του επιτοκίου , για n 

συνεχείς χρονικές περιόδους του , στο τέλος κάθε περιόδου R ευρώ. 

 

(1) Η αρχική αξία της ράντας δίνεται από τον τύπο:  

 

 

 

(2) Η τελική αξία της ράντας δίνεται από τον τύπο: 
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και 

 
 

Τελική αξία ράντας: 

 

 

 
 

 

ή  S 

 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 5 

 

Η εφαρµογή αυτή απoτελεί πρόβληµα ράντας ετήσιας, σταθερής, ακεραίας, 

πρόσκαιρης ληξιπρόθεσµης και µέλλουσας. 

Κάνει κάποιος κατάθεση µετά από τρία έτη από σήµερα και για δυο συνεχή έτη 

στο τέλος κάθε έτους το ίδιο ποσό, 350€. Να βρεθεί η αξία των καταθέσεων σήµερα και 

στο τέλος του πέµπτου έτους από σήµερα µε επιτόκιο ανατοκισµού 2%. 

 

ΛΥΣΗ 

 

Έχουµε: 

 

 
 

Από τον πίνακα 3 (Α΄ ΜΕΡΟΣ) η ποσότητα που µας ενδιαφέρει για επιτόκιο 0,02 

και για 2 έτη αντιστοιχεί σε 1,94156094 

 

Άρα: 

 

 

 

και 
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3.4.4  Ράντα σταθερή, ακέραια, πρόσκαιρη, προκαταβλητέα  και µέλλουσα. 

 

 

 

ΠΡΟΒΛΗΜΑ 4 

 

Έστω i το επιτόκιο ανατοκισµού. Αν καταβάλλει κάποιος µετά από χρονικές 

περιόδους του i από σήµερα για n συνεχείς χρονικές περιόδους του i και στην αρχή κάθε 

περιόδου το ίδιο ποσό R τότε να βρεθεί η αρχική και τελική αξία της ράντας. 

 



 

71 

 

ΛΥΣΗ 

 

Όπως στο Πρόβληµα 4, για να βρούµε την αρχική αξία της ράντας βρίσκουµε την 

πραγµατική αξία των όρων όλων, της ράντας στο τέλος της περιόδου και στη συνέχεια 

βρίσκουµε την πραγµατική αξία Α του  στην αρχή της πρώτης περιόδου. 

Εποµένως: 

 

 
 

 

 

 

 

Με αντικατάσταση καταλήγουµε στον εξής τύπο: 

 

 

 
 

 

Για τον υπολογισµό της τελικής αξίας έχουµε: 

 

 
 

 

     ή S  

 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 6 

 

Γίνεται κατάθεση µετά από πέντε έτη από σήµερα και για τρία συνεχή έτη στην 

αρχή κάθε έτους το ίδιο ποσό των 700€ µε επιτόκιο ανατοκισµού 3%. Να βρεθεί η αξία 

των καταθέσεων σήµερα και στο τέλος του έκτου έτους από σήµερα. 

 

ΛΥΣΗ 

 

Τα δεδοµένα µας για την ράντα αυτή είναι . 

 

Αρχική αξία: 
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ή Α  

 

Τελική αξία: 

 

 
 

ή  S  

 

3.4.5  Ράντα σταθερή, ακέραια, διηνεκής, ληξιπρόθεσµη, άµεση. 

 

ΠΡΟΒΛΗΜΑ 5 

 

∆ίδεται το επιτόκιο ανατοκισµού i. Αν καταβάλλει κάποιος συνεχώς στο τέλος 

κάθε χρονικής περιόδου του  i  το ίδιο ποσό R, να βρεθεί η αρχική αξία της ράντας. 

 

ΛΥΣΗ 

 

Για να µπορέσουµε να βρούµε την αρχική της αξία πρέπει να υπολογίσουµε µε 

ανατοκισµό την πραγµατική αξία κάθε όρου της σήµερα και στη συνέχεια να 

αθροίσουµε όλες τις υπολογισµένες αξίες. 

 

Άρα: η πραγµατική αξία του πρώτου όρου είναι: 

 

 

 

Η πραγµατική αξία του δεύτερου όρου είναι: 

 

 

 

Και του νιοστού (n) όρου είναι: 

 

 

 

 

Εποµένως η αρχική αξία της ράντας είναι: 
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Επειδή , έχουµε 

 
 

Άρα, 

 

 
 

 

 

Με την αντικατάσταση 

 

 
 

 

καταλήγουµε στον τύπο: 

 

. 

 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 7 

 

Αφορά ληξιπρόθεσµη διηνεκή ράντα. 

 

Ένας οργανισµός καταθέτει συνέχεια και στο τέλος κάθε µήνα το ίδιο πάντα ποσό 

των 20.000€ για την πληρωµή των τόκων ενός δανείου. Αν το επιτόκιο ανατοκισµού 

είναι 4% µηνιαίο τότε να βρεθεί η αρχική αξία της ράντας, δηλαδή η αξία των 

καταθέσεων αυτών σήµερα. 

 

 

ΛΥΣΗ 
 

Εφαρµόζοντας τον τύπο: 
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3.4.6  Ράντα σταθερή, ακέραια, πρόσκαιρη, προκαταβλητέα, διηνεκής  και 

άµεση 

 

 

 

ΠΡΟΒΛΗΜΑ 6 

 

∆ίδεται το επιτόκιο ανατοκισµού. Αν καταβάλλει κάποιος συνέχεια και στην αρχή 

κάθε χρονικής περιόδου του i το ίδιο ποσό R, να βρεθεί η αρχική αξία της ράντας αυτής. 

  

ΛΥΣΗ 

 

Με τον ίδιο τρόπο βρίσκουµε πραγµατικές αξίες µε ανατοκισµό του κάθε όρου της 

σήµερα και τις προσθέτουµε. 

 

Άρα: Πραγµατική αξία πρώτου όρου: 

 

 
 

        Πραγµατική αξία δεύτερου όρου: 

 

 
 

        Πραγµατική αξία νιοστού (n) όρου: 

 

 

 

Άρα η αρχική αξία της ράντας είναι: 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

Επειδή , έχουµε 
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Άρα, 

 
 

 

Με την αντικατάσταση 

 

 
 

 

καταλήγουµε στον τύπο: 

. 

 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 8 

 

Ένας οργανισµός καταθέτει συνέχεια και στην αρχή κάθε µήνα το ίδιο ποσό για 

την πληρωµή τόκων δανείου που αντιστοιχεί σε 25.000€. Αν το επιτόκιο ανατοκισµού 

είναι 4% µηνιαίο. Να βρεθεί η αξία των καταθέσεων σήµερα.                                                         

 

 

ΛΥΣΗ 

 

 

 

 

 
 

3.4.7  Κλασµατικές ράντες 

 

 

 

 

Κλασµατικές Ράντες 

Έστω  το επιτόκιο ανατοκισµού και έστω η χρονική περίοδος 

που «χωράει» λ φορές στη χρονική περίοδο του επιτοκίου . Για 

την εύρεση της αρχικής και τελικής αξίας της ράντας, βρίσκουµε 

το ισοδύναµο επιτόκιο  του επιτοκίου  που έχει χρονική  

περίοδο ίση µε τη χρονική περίοδο της ράντας. Στη συνέχεια 

εργαζόµαστε όπως και στις προηγούµενες περιπτώσεις. 
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ΠΡΟΒΛΗΜΑ 7 

 

Έστω i το επιτόκιο ανατοκισµού και µια ράντα τέτοια ώστε η περίοδος της να 

χωράει λ φορές στην χρονική περίοδο του επιτοκίου i. Τότε για την εύρεση της αρχικής 

και τελικής αξίας της βρίσκουµε το ισοδύναµο επιτόκιο  του επιτοκίου i που έχει 

χρονική περίοδο ίση µε την χρονική περίοδο της ράντας. Ο τύπος που αντιπροσωπεύει 

τα παραπάνω είναι ο εξής: 

 

 
 

 

 

 

 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 8 

 

Καταθέτει κάποιος στην αρχή κάθε µήνα 300€. Ποιο είναι το ποσό που θα έχει 

συγκεντρωθεί στο τέλος 2 ετών από σήµερα αν το ετήσιο επιτόκιο ανατοκισµού είναι 

7%; 

 

ΛΥΣΗ 

 

 

 

 

 

 



 

78 

 

 

 

 
 

Τώρα µε το νέο επιτόκιο που υπολογίσαµε για τον ένα χρόνο θα υπολογίσουµε 

την αξία των καταθέσεων στο τέλος του δεύτερου έτους που είναι ίση µε την τελική 

αξία της ράντας προκαταβλητέας : 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

3.5    Εύρεση του αριθµού n των όρων της ράντας και τακτοποίησης  της 

Για τον υπολογισµό του n των όρων µιας ράντας µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε 

τις µεθόδους του ανατοκισµού, µια από τις τρεις. Ο αριθµός αυτός πρέπει να είναι 

ακέραιος αριθµός. Υπάρχουν όµως περιπτώσεις που δεν είναι και τότε µπορούµε να 
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κάνουµε τακτοποίηση των όρων της ράντας. Στην τακτοποίηση ουσιαστικά αλλάζουµε 

κάποια στοιχεία της ράντας για να µετατρέψουµε τον αριθµό σε ακέραιο. 

 

Στο παρακάτω παράδειγµα θα δούµε τον υπολογισµό, µε διάφορες µεθόδους. 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 9 

 

Προκειµένου να συγκεντρώσει ο κος Μεγαρίτης 40.000€ καταθέτει στην αρχή 

κάθε έτους 400€ µε επιτόκιο ετήσιο 3%,σε πόσα έτη θα συγκεντρώσει ο κος Μεγαρίτης 

το ποσό που θέλει; 

 

ΛΥΣΗ 

 

Ο υπολογισµός θα γίνει µε διαφόρους τρόπους: 

 

• Πρώτος τρόπος υπολογισµού 

Αφού το ετήσιο ποσό κατατίθεται στην αρχή κάθε έτους έχουµε να κάνουµε µε 

τελική αξία προκαταβλητέας ράντας 

 

Εποµένως: 

 

 

• ∆εύτερος τρόπος υπολογισµού 

Έστω ότι ο κος Μεγαρίτης θα µαζέψει 40.000€ µετά από n χρόνια. Τότε: 

 

 
 

Από αναζήτηση στον πίνακα 2 (Α΄ ΜΕΡΟΣ) παρατηρούµε ότι: 

 

 

 

 

 

Εποµένως µπορεί να γίνει υπολογισµός του αριθµού n των όρων µιας ράντας µε τη 

µέθοδο της παρεµβολής ή µε την απλή µέθοδο των τριών. 

• Με την απλή µέθοδο των τριών έχουµε: 

Με τη βοήθεια των πινάκων του παραρτήµατος και πάλι: 

 

 
 

για διαφορά ενός έτους και 97,087378641-96,50145723=0,585921411 για διαφορά 

χ=; 
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Άρα  

 

Στη συνέχεια ακολουθεί ο υπολογισµός του µε τη µέθοδο του τύπου της 

παρεµβολής 

• Ο τύπος της παρεµβολής έχει ως εξής: 

•  

 

 

όπου  

 

 , 

 

  
 

 ,  

 

  
 

  και  

 

 . 
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Παρατηρούµε ότι ο αριθµός n των όρων της ράντας δεν είναι ακέραιος και 

εποµένως θα πρέπει να γίνει τακτοποίηση της ράντας όπως αναφέραµε προηγουµένως.  

Παρακάτω θα δούµε πως και µε ποιούς τρόπους µπορεί να γίνει αυτό. 

 

 

• 1
η
 µέθοδος τακτοποίησης 

Αν ο κος Μεγαρίτης καταθέτει στην αρχή κάθε έτους 400€ για 46 συνεχή έτη, τότε 

στο τέλος των 46 ετών θα συγκεντρώσει ποσό ίσο µε την τελική αξία της 

προκαταβλητέας ράντας των καταθέσεων: 

 

 

 

 

 

 
 

Είναι το ποσό που θα έχει καταφέρει να συγκεντρώσει 

Εµείς όµως θέλουµε 40.0000 για αυτό τον λόγο βρίσκουµε την πραγµατική αξία 

στην αρχή του 46κτου. έτους µε την διαφορά των δυο ποσών. 

 
 Μας ενδιαφέρει το ποσό που πρέπει να δώσει τον τελευταίο χρόνο για να 

συγκεντρώσει τις 40.000€. 

Άρα: 
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για να συγκεντρωθεί το ποσό των 40.000 κος Μεγαρίτης πρέπει για 46 χρόνια να 

καταθέτει µηνιαίως 400 ευρώ και το 47 έτος να καταθέσει το σύνηθες ποσό των 400 

ευρώ προσαυξηµένο κατά 634,36 άρα 400+634,36=1.034,36 ευρώ.  

 

� 2
η
 µέθοδος τακτοποίησης 

Βλέπουµε ότι ο αριθµός 46,15 βρίσκεται ανάµεσα στα 46 έτη και στα 47 έτη. 

Εποµένως µας δίνεται η δυνατότητα να αλλάξουµε εξαρχής το ποσό της κατάθεσης των 

400 €. Άρα χρησιµοποιώντας την τελική αξία της προκαταβλητέας και µέλλουσα ράντας 

µε n=46 και R το τροποποιηµένο ποσό της κατάθεσης στην αρχή κάθε έτους  για 

46χρόονια έχουµε: 

 

 

 

 

 

 
 

Αυτό είναι το ποσό που θα πρέπει να κατατίθεται στην αρχή κάθε έτους για 

σαράντα χρόνια για να συγκεντρωθεί το ποσό των 40.000€  

 

Υπολογισµός µε τον ίδιο τρόπο για n=47 χρόνια για να µπορέσουµε να βρούµε το 

ποσό της κατάθεσης έχουµε: 
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Το ποσό που θα πρέπει να κατατίθεται στην αρχή κάθε έτους και για 47 έτη για να 

συγκεντρωθεί το ποσό των 40.000 ευρώ. 

 

3.6    Υπολογισµός επιτοκίων στις ράντες. 

 

 Για να υπολογίσουµε τα επιτόκιο στις ράντες µπορούµε να εφαρµόσουµε τον 

τύπο της παρεµβολής η και την από ή µέθοδο των τριών που συναντήσαµε σε άλλο 

κεφάλαιο.  

 Ακολουθεί µια εφαρµογή ούτος ώστε να µπορέσουµε να κατανοήσουµε πως 

υπολογίζονται τα επιτόκια 

 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 10 

 

Ο κος ∆ηµητριάδης σύναψε δάνειο 25.000€. Για την εξόφληση του, συµφώνησε να 

δίνει στο τέλος κάθε έτους και για δέκα έτη 3.500 €. Πόσο ήταν το επιτόκιο 

ανατοκισµού τη στιγµή που υπογράφτηκε το δάνειο; 

 

ΛΥΣΗ 

 Έχουµε αρχική αξία και η εφαρµογή αναφέρεται σε ράντα, σταθερή, ετήσια, 

ληξιπρόθεσµη, ακέραια εποµένως: 

 
µε αντικατάσταση καταλήγουµε: 
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Με την βοήθεια του πίνακα 4 του παραρτήµατος παρατηρούµε ότι η ποσότητα που 

υπολογίσαµε βρίσκεται µεταξύ των ποσοτήτων 7,18883022 και 7,10547143 για επιτόκια 

0,0650% και 0,0675% αντίστοιχα 

∆ηλαδή: 

 
 

και 

 

 
 

Έστω 

 

  
 

  
 

  
 

  
 

 . 

  

Αναζητούµε το χ όπου  

 

Έχουµε: 
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Εκτελώντας τις πράξεις καταλήγουµε στο εξής: 

 

 

 

 

 

 
 

Στο ίδιο επιτόκιο θα καταλήγαµε και µε τη χρήση της µεθόδου των τριών 

 

 

 

 
 

Κάνοντας τους υπολογισµούς καταλήγουµε  στο  

 

Άρα το ζητούµενο επιτόκιο είναι  

 

3.7    Άλλες εφαρµογές ράντων. 
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 Οι ράντες όπως είδαµε χρησιµοποιούνται κυρίως για τα δάνεια. Η εφαρµογή τους 

όµως δεν περιορίζεται µόνο εκεί καθώς αποτελούν χρήσιµο είδος και για την εφαρµογή 

τους στις επιχειρήσεις γενικώς, αλλά και ειδικότερα σε αποσβέσεις περιουσιακών 

στοιχείων, επενδυτικές αποφάσεις και άλλες δραστηριότητες. 

 Ας δούµε καλύτερα την εφαρµογή των ραντών στις αποσβέσεις περιουσιακών 

στοιχείων για παράδειγµα. 

 Τα πάγια περιουσιακά στοιχεία µιας επιχείρησης αποτελούν τα κτίρια της, τα 

µηχανήµατά της τα έπιπλα της, τα µεταφορικά της µέσα και γενικότερα ο εξοπλισµός 

που την βοηθάει να παράγει εµπορεύµατα, να τα διαχειριστεί µέσω ανθρώπων και να τα 

µεταφέρει. Όλα τα πάγια χρησιµοποιούνται ανάλογα µε τις ανάγκες τις επιχείρησης 

στην οποία ανήκουν και συνεπώς ανάλογα τη χρήση τους φθείρονται και µειώνεται η 

αξία τους. Η µείωση αυτή της αξίας τους καλείται απόσβεση παγίων στοιχείων 

ενεργητικού. 

 Η χρήση των ραντών στην απόσβεση µας βοηθάει στο να µπορέσουµε να 

υπολογίσουµε το ποσό της απόσβεσης στην οποία υπόκειται κάποιο πάγιο στοιχείο. 

 

3.7.1  Απόσβεση παγίων-στοιχείων µε τη χρήση της ράντας. 
 

 Για παράδειγµα, έστω ότι το αρχικό κόστος απόκτησης και χρήσης-

εγκατάστασης ενός παγίου στοιχείου είναι Α, η διάρκεια της ζωής του είναι n και S η 

τελική αξία του δηλαδή η αξία του αφού έχει υποστεί την απόσβεση µετά από n χρόνια 

και D η αξία προς απόσβεση όπου  

 Πρόκειται για ράντα ληξιπρόθεσµη, πρόσκαιρη, ακέραια και µέλλουσα όπου η 

τελική της αξία είναι στην ουσία η αποσβεστέα αξία άρα: 

 

 

 

 

 

 

 

Ακολουθεί εφαρµογή για την ευκολότερη κατανόηση της χρήσης των ραντών στις 

αποσβέσεις. 

 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 11 
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 Για να αποκτήσει µια επιχείρηση ένα µηχάνηµα κατέβαλε το ποσό των 6.000 €. 

Η αξία του µετά το πέρας 12 ετών κατέληξε να είναι 700 ευρώ. Το ετήσιο επιτόκιο 

απόσβεσης είναι 6%. Να υπολογιστεί το ετήσιο ποσό απόσβεσης του µηχανήµατος. 
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ΛΥΣΗ 

 

 Τα δεδοµένα µας είναι η αρχική αξία Α=6.000, η τελική αξία S=700, η χρονική 

διάρκεια ζωής του µηχανήµατος είναι n=12 έτη και το επιτόκιο απόσβεσης i=6%. Τέλος, 

η αξία προς απόσβεση (Α-S) είναι 6.000-700=5.300. Εποµένως: 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 

 Κάποιες φορές δεν είναι εύκολο να υπολογίσουµε αυτή την αξία για διαφορετικά 

µηχανήµατα η γενικώς είδη εξοπλισµού της επιχείρησης αφού δεν υφίστανται όλα την 

ίδια χρήση και συνεπώς την ίδια φθορά. Για να µπορέσουµε να υπολογίσουµε συνεπώς 

να υπολογίσουµε την συνολική αποσβεστέα αξία  των παγίων µιας επιχείρησης σε αυτή 

την περίπτωση πρέπει να υπολογίσουµε τη σύνθετη παραγωγική διάρκεια παγίων 

στοιχείων. 

 

3.7.2  Σύνθετη παραγωγική διαδικασία. 

 

 Η σύνθετη παραγωγική διάρκεια παγίων στοιχείων είναι χρονική διάρκεια που 

αποτελείται από το χρόνο που παίρνει η αποσβεστέα αξία να γίνει ίση µε την συνολική 

ετήσια δαπάνη απόσβεσης αυτών. Για αυτό το λόγο συµβολίζουµε τη συνολική ετήσια 

δαπάνη  και τη συνολική αποσβεστέα αξία τότε ισχύει: 

 

 

 

Η σύνθετη παραγωγική διάρκεια δίδεται από το n της σχέσης αυτής το οποίο 

µπορούµε να υπολογίσουµε µε ποικίλους τρόπους όπως είδαµε παραπάνω. 
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 12 

 

Μια βιοτεχνία έτοιµων ενδυµάτων διαθέτει τα εξής πάγια περιουσιακά στοιχεία: 

α) κτιριακές εγκαταστάσεις αρχικής αξίας 600.000 ευρώ, υπολειµµατικής αξίας 

80.000 ευρώ, 15ετούς παραγωγικής διάρκειας  

β) αυτόµατες µηχανές κοπής και ραφής υφασµάτων αρχικής αξίας 1.100.000 

ευρώ, υπολειµµατικής αξίας 400.000 ευρώ, 10ετής παραγωγικής διάρκειας  

γ) άλλους εξοπλισµούς αρχικής αξίας 950.000 ευρώ, υπολειµµατικής αξίας 

70.000 ευρώ, 20ετούς παραγωγικής διάρκειας.  

Να υπολογιστεί η σύνθετη παραγωγική διάρκεια εάν το ετήσιο επιτόκιο είναι 5%. 

 

ΛΥΣΗ 

 

Η συνολική αποσβεστέα αξία είναι: 

 

 

 

 

 

 
 

 

Η συνολική ετήσια δαπάνη απόσβεσης είναι: 

 

 
 

Από τους πίνακες των παραρτηµάτων έχουµε: 
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Από τον τύπο της σύνθετης παραγωγικής διάρκειας µε αντικατάσταση έχουµε: 

 

 

 

 

 

 

 

 Πλέον πρέπει να υπολογίσουµε το n που είναι και η σύνθετη παραγωγική 

διάρκεια που ζητείται 

 Από τον πίνακα 3 του παραρτήµατος παρατηρούµε ότι στο δεδοµένο επιτόκιο ο 

αριθµός 19,743616 βρίσκεται ανάµεσα στους αριθµούς 19,598632 και 21,578564 για 

δεκατέσσερα και δεκαπέντε έτη αντίστοιχα  

Χρησιµοποιώντας τη µέθοδο της παρεµβολής έχουµε: 
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Εποµένως: 

 

 

 

 
 

3.7.3  Εφαρµογή ραντών στον επιχειρηµατικό και γενικώς στον οικονοµικό 

τοµέα.  

 

 Στον επιχειρηµατικό τοµέα και οικονοµικό τοµέα οι επενδύσεις που γίνονται 

ενέχουν µεγάλο κίνδυνο και συνεπώς πρέπει να υπολογίζονται όσο το δυνατόν µε 

µεγαλύτερη ακρίβεια αφού κρίνουν ουσιαστικά την ανάπτυξη καθώς και το γενικότερο 

µέλλον της επιχείρησης. Αυτός είναι ένας λόγος για τον οποίο θα πρέπει να δούµε αν 

µια επένδυση είναι συµφέρουσα ή όχι. Η αξιολόγηση και λήψη επενδυτικών αποφάσεων 

γίνεται µε βάση τον προϋπολογισµό κεφαλαίου δηλαδή προϋπολογίζουµε τι µέρος του 

αρχικού κεφαλαίου θα επενδυθεί και τι απόδοση θα έχει µελλοντικά για την επιχείρηση. 

 Υπάρχουν διάφοροι µέθοδοι µε τις οποίες µπορούµε να αποφασίσουµε για το αν 

οι επενδύσεις είναι συµφέρουσες ή µη ή ακόµη και πότε θα αρχίσουν να αποδίδουν. 

Τέτοιες είναι η µέθοδος της καθαρής παρούσας αξίας, η µέθοδος του εσωτερικού 

συντελεστή απόδοσης, το κριτήριο του χρόνου και το κριτήριο του χρόνου επανάκτησης 

του αρχικού κεφαλαίου και άλλα. 

 

3.7.4  Μέθοδος καθαρής παρούσας αξίας. 
 

 Η µέθοδος αυτή χαρακτηρίζεται από τον υπολογισµό του αθροίσµατος των 

πραγµατικών αξιών όλων των ταµειακών ροών που δίνονται για την επένδυση που 

πρόκειται να γίνει. εποµένως υπολογίζουµε την καθαρή παρούσα αξία, το άθροισµα των 

ροών της επένδυσης. 

Με τον τύπο της καθαρής παρούσας αξίας έχουµε: 
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 Όπου  i είναι το ισχύον επιτόκιο κόστους κεφαλαίου, , ,..,  είναι οι 

καθαρές ταµειακές ροές, έσοδα –έξοδα δηλαδή, n είναι η χρονική διάρκεια της 

επένδυσης και  είναι το αρχικό κόστος επένδυσης. 

 Στη συνέχεια και αφού υπολογίσουµε την καθαρά παρούσα αξία είµαστε σε θέση 

να κρίνουµε και να αξιολογήσουµε µια επένδυση αν είναι συµφέρουσα η µη. Αυτό 

συµβαίνει µε τους εξής τρόπους: 

1)Αν (καθαρά παρούσα αξία)>0 τότε η επένδυση είναι συµφέρουσα  

2)Αν <0 τότε η επένδυση είναι µη συµφέρουσα και αν γίνει θα επιφέρει ζηµία 

για τον όποιο επενδυτή. 

 Υπάρχει η πιθανότητα να πρέπει να επιλέξουµε και συνεπώς αξιολογήσουµε δύο 

ή περισσότερες επενδύσεις που θέλουµε να κάνουµε, τότε θα επιλέξουµε αυτή η µεταξύ 

αυτών µε την µεγαλύτερη καθαρά παρούσα αξία ακολουθώντας τον ίδιο τρόπο 

υπολογισµού που προαναφέραµε. 

Οι δυο επόµενες εφαρµογές  βοηθούν στην ευκολότερη εµπέδωση του τύπου της 

παρούσας αξίας. 

 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 13 

 

 Η διεύθυνση µιας βιοµηχανίας, για να βελτιστοποιήσει την παραγωγή της, έχει 

να επιλέξει µεταξύ δυο µηχανολογικών εξοπλισµών. Ο πρώτος κοστίζει 3.000.000 ευρώ 

µε ετήσιο κόστος συντήρησης και λειτουργίας 400.000 ευρώ. Η απόδοσή του προβλέπει 

έσοδα 1.400.000 ευρώ ετησίως για τα επόµενα πέντε χρόνια. Ο δεύτερος τύπος 

µηχανήµατος έχει αρχικό κόστος 4.300.000, κόστος συντήρησης και λειτουργίας 

800.000 ευρώ και η απόδοση του προβλέπει έσοδα της τάξης των 2.100.000 ευρώ 

ετησίως για τα επόµενα πέντε χρόνια. Αν το ετήσιο επιτόκιο απόσβεσης είναι 7% και η 

αξία µετά το πέρας της απόσβεσης- υπολειµµατική αξία στο τέλος της πενταετίας είναι 

ίδια και για τους δυο τύπους, να αποφασιστεί ποιος από τους δυο τύπους των 

µηχανηµάτων είναι πιο σύµφορος προς αγορά για την επιχείρηση. 

 

ΛΥΣΗ 

 

 Για να δούµε τι συµφέρει περισσότερο την επιχείρηση, πρέπει όπως είπαµε και 

πριν να υπολογίσουµε την καθαρά παρούσα αξία για κάθε µηχάνηµα ξεχωριστά για τα 

πέντε έτη που είναι ο χρόνος της επένδυσης άρα: 

 

Για το πρώτο µηχάνηµα έχουµε: 

 

 

 

 
 

    ή  
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Για τον δεύτερο τύπο µηχανήµατος έχουµε: 

 

 

 

 

 

 Και οι δυο προτάσεις θα φέρουν κέρδος στην επιχείρηση όπως παρατηρούµε από 

το αποτέλεσµα αφού οι παρούσες αξίες και των δυο µηχανηµάτων είναι µεγαλύτερες 

του µηδενός. Όµως η παρούσα αξία του πρώτου τύπου µηχανήµατος είναι µεγαλύτερη 

από αυτή του µηχανήµατος Β. Εποµένως η επένδυση στο µηχάνηµα Α θα αποφέρει 

καλύτερα αποτελέσµατα στην παραγωγή της βιοµηχανίας. 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 14 

 
 Ένας επιχειρηµατίας σκέφτεται να επενδύσει 4.500.000 ευρώ αγοράζοντας ένα 

ξενοδοχείο σε τουριστική πόλη. Τα έξοδα επισκευής και ανακαίνισης του ξενοδοχείου 

είναι 750.000 ευρώ, τα ετήσια έσοδα για τα επόµενα δώδεκα έτη είναι περίπου 900.000 

ευρώ. Αν επιτόκιο κόστους είναι 13,5% και στη δεκαετία υπολογιστούν έξοδα 

συντήρησης της εγκατάστασης ύψους ενός εκατοµµυρίου, να αποδειχτεί αν η επένδυση 

είναι συµφέρουσα ή µη. 

 

ΛΥΣΗ 

 

 

Άλλα έξοδα είναι:  

 

Έσοδα=  

 

Άρα: 
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Εκτελώντας τις πράξεις:  

 

 

Αφού η καθαρά παρούσα αξία είναι αρνητική, η επένδυση, αν γίνει, θα είναι 

ζηµιογόνα για τον επενδυτή που θα επιχειρήσει να την κάνει. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 
 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 1 

  

Ποια είναι η αρχική αξία µιας ληξιπρόθεσµης ράντας διάρκειας δέκα ετών και 

όρου και επιτοκίου 1000€ και 6,5% αντίστοιχα; 

 

ΛΥΣΗ 
 

Αφού πρόκειται για αρχική αξία ληξιπρόθεσµης ράντας, θα χρησιµοποιήσουµε τον 

παρακάτω τύπο: 

 

 

 

 

 
 

Αυτό σηµαίνει ότι αν σήµερα δανειστούµε 7.188,83€ µε 6,5% επιτόκιο µπορούµε 

σε δέκα χρόνια να το εξοφλήσουµε καταβάλλοντας στο τέλος κάθε έτους 1000€. 

 

 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 2 
  

Ποιός είναι ο όρος µιας ληξιπρόθεσµης ράντας στην οποία έχουµε επιτόκιο 7% και 

αρχική αξία 13000 και 15  όρους. 

 

ΛΥΣΗ 

 

Αφού η ράντα είναι ληξιπρόθεσµη και µας δίνεται η αρχική αξία της θα 

εργαστούµε ως εξής: 
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∆ηλαδή αν δανειστούµε σήµερα το ποσό των 13000€ µε επιτόκιο 0,7%, θα είµαστε 

ικανοί να το εξοφλήσουµε σε 15 έτη καταβάλλοντας στο τέλος κάθε έτους 1427,33€. 

 

 

 



 

97 

 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 3 

  

Ποια είναι η τελική αξία µιας ληξιπρόθεσµης ράντας δεκαετούς διάρκειας, όρου 

1500€ και επιτοκίου 9%; 

 

ΛΥΣΗ 
 

Έχουµε να κάνουνε µε τελική αξία ληξιπρόθεσµης ράντας άρα: 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

∆ηλαδή αν καταθέτουµε στο τέλος κάθε έτους 1500€ µε επιτόκιο 9% για δεκα έτη 

θα συγκεντρώσουµε το ποσό των 22789,39€. 

 

 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 4 

  

Καταθέτει κάποιος στο τέλος κάθε έτους και για τρία συνεχή έτη 5000€ µε 

επιτόκιο ανατοκισµού 6%. Από το τέταρτο έτος και για τέσσερα ακόµη έτη, τις 

καταθέσεις τις κάνει 10.000€ µε το ίδιο επιτόκιο ανατοκισµού. Ποιά είναι η αρχική αξία 

της ράντας; 

 

 

ΛΥΣΗ 
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Αφού οι όροι καταβάλλονται στο τέλος κάθε έτους η ράντα αυτή είναι 

ληξιπρόθεσµη και η αρχική της αξία βρίσκεται από τον τύπο.  

Παρατηρούµε όµως ότι η ράντα αυτή αποτελείται από επτά όρους, τρείς των 

5000€ και τέσσερις των 10.000€, εποµένως η αρχική αξία της θα είναι: 

 

 
 

Από τον πίνακα 3 (Β΄ ΜΕΡΟΣ) υπολογίζουµε τις ποσότητες  και έχουµε: 

 

 

 

 

 

 
 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 5 

 

 Βρείτε τον όρο µιας ληξιπρόθεσµης ράντας 20 όρων, ετήσιου επιτοκίου 6% και 

τελικής αξίας 60.000. 

 

 

ΛΥΣΗ 
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Από τον πίνακα 2 (Β΄ΜΕΡΟΣ) υπολογίζουµε την ποσότητα και 

λύνουµε την σχέση ως προς R: 

 

 

 

 
 

Για να συγκεντρωθεί το ποσό των 60.000 € σε είκοσι έτη µε επιτόκιο ετήσιο 

ανατοκισµού 6%θα πρέπει στο τέλος κάθε έτους να καταβάλλεται το ποσό των 1.631,07 

ευρώ. 

 

 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 6 

  

Μια ράντα ληξιπρόθεσµη έχει αρχική αξία 9.000 ευρώ και αποτελείται από έντεκα 

ετήσιους όρους των 1.500€ ο καθένας. Να υπολογιστεί το επιτόκιο. 

 

ΛΥΣΗ 

 

Χρησιµοποιώντας την αρχική αξία της ληξιπρόθεσµης έχουµε: 

 

 

 

 
 

Λύνοντας ως προς το κλάσµα µας έχουµε: 
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Από τον πίνακα 3 (Β΄ ΜΕΡΟΣ), για την ποσότητα αυτή παρατηρούµε ότι 

βρίσκεται µεταξύ των 6,06974954 και 5,93769913 µε επιτόκια 11,50% και 12% 

αντίστοιχα. Για τον υπολογισµό του επιτοκίου χρησιµοποιούµε την απλή µέθοδο των 

τριών. Εποµένως: 

 

Υπολογίζοντας τις διαφορές των επιτοκίων 

 

 αντιστοιχεί σε διαφορά επιτοκίου -0,05 

 

Και 

που αντιστοιχεί σε άγνωστη διαφορά 

 

 

 

Άρα το επιτόκιο είναι:  

 

 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 7 

 

 Να υπολογιστεί το επιτόκιο µια ληξιπρόθεσµης ράντας όταν έχει τελική αξία 

43.148€ και αποτελείται από 14 όρους ετήσιους των 2.500€. 

 

ΛΥΣΗ 

 

Από την τελική αξία ληξιπρόθεσµης ράντας έχουµε: 
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Από τον πίνακα 2 (Α΄ ΜΕΡΟΣ), παρατηρούµε ότι το 17,2592>17,0863 και  

17,2592<17,3787 µε επιτόκια 3% και 3,25%. 

Άρα µε την απλή µέθοδο των τριών έχουµε: 

 µε διαφορά επιτοκίου 0,25% 

Και  

 µε αγνωστη διαφορά  

Άρα:  

Άρα το επιτόκιο είναι  
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ΕΦΑΡΜΟΓΗ 8 

 

 Χρωστάει κάποιος 20.000 ευρώ που πρέπει να τα εξοφλήσει µε επιτόκιο 6% και 

µε την καταβολή στο τέλος κάθε έτους 1.400€  αρχίζοντας σήµερα. Πόσο χρόνο θα 

χρειαστεί για να το εξοφλήσει; 

 

ΛΥΣΗ 

 

Αφού οι όροι καταβάλλονται στο τέλος κάθε έτους έχουµε να κάνουµε µε ράντα 

ληξιπρόθεσµη έχοντας την αρχική της αξία άρα: 

 

 

 

 

 

 
 

 

Από τον πίνακα 3 (Β΄ ΜΕΡΟΣ) διαπιστώνουµε ότι για επιτόκιο 6% ο αριθµός 

14,2857 είναι µεγαλύτερος από την ποσότητα 14,2302 για 33 χρόνια και µικρότερος από 

την ποσότητα 14,3681 που αντιστοιχεί σε 34 χρόνια. 

 

Εποµένως µε την παρεµβολή: 

 

 για ένα έτος 360µέρες 

Και 
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Ο χρόνος που απαιτείται είναι 33 έτη και 144 µέρες  άρα για 33 έτη θα καταβάλλει 

το ποσό των 1.400€ και στο τέλος  του 33
ου

 έτους µετά από 210 µέρες περίπου θα 

καταβάλλει το ποσό των:  

 

 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 9 

  

Να υπολογιστεί η αρχική αξία µιας ράντας προκαταβλητέας που αποτελείται από 

13 όρους των 3.250 ο καθένας και επιτόκιο ανατοκισµού 4,25%. 
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ΛΥΣΗ 

 

Η αρχική αξία της προκαταβλητέας ράντας υπολογίζεται από τον τύπο  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 10 

  

Να υπολογιστεί η τελική  αξία µιας προκαταβλητέας ράντας που αποτελείται από 

15 ετήσιους όρους 5.000€ ο καθένας και επιτόκιο ανατοκισµού 5%. 

 

ΛΥΣΗ 
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ΕΦΑΡΜΟΓΗ 11 

 

Να βρεθεί το ποσό που πρέπει να κατατεθεί σήµερα σε µια τράπεζα µε ανατοκισµό 

και ετήσιο επιτόκιο 2,5% για να µπορούµε στο τέλος κάθε έτους και για 6 συνεχή έτη να 

αποσύρουµε 240.000€ από το λογαριασµό. 

 

ΛΥΣΗ 

 

Ψάχνουµε αρχική αξία ληξιπρόθεσµης ράντας  

 

Άρα: 
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ΕΦΑΡΜΟΓΗ 12 

 

Μια βιοµηχανία για την ανανέωση του µηχανολογικού της εξοπλισµού µετά από 

είκοσι χρόνια από σήµερα πρέπει να έχει καταθέσει 200.000€.Τι ποσό πρέπει να 

καταθέτει µε ανατοκισµό στην αρχή κάθε έτους για είκοσι συνεχή έτη έτσι ώστε στο 

τέλος του εικοστού έτους να  έχει µαζέψει 200.000€;Το επιτόκιο ανατοκισµού είναι 2%. 

 

 

ΛΥΣΗ 

 

Ψάχνουµε όρο από τελική αξία προκαταβλητέας και µέλλουσας ράντας 

Άρα: 
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ΕΦΑΡΜΟΓΗ 13 

 

Καταθέτει κάποιος µε ανατοκισµό 200€ στην αρχή κάθε εξαµήνου και για πέντε 

συνεχή εξάµηνα µε εξαµηνιαίο επιτόκιο 2,5%. Να βρεθεί το ποσό που θα έχει 

συγκεντρωθεί στο λογαριασµό στο τέλος του πέµπτου εξαµήνου. 

 

 

ΛΥΣΗ 

 

Άσκηση τελικής αξίας προκαταβλητέας ράντας 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 14 

 



 

108 

Καταθέτει κάποιος 2.000€ στην αρχή κάθε έτους µε ετήσιο επιτόκιο ανατοκισµού 

3% και αυτό συνεχίζεται για πέντε έτη. Το κεφάλαιο που έχει σχηµατιστεί στο τέλος του 

πέµπτου έτους το τοποθετεί στο ίδιο ταµιευτήριο για άλλα τέσσερα έτη µε ανατοκισµό 

και ετήσιο επιτόκιο 8%. Να βρεθεί το ποσό που θα έχει συγκεντρωθεί στο λογαριασµό 

µετά από τέσσερα έτη. 

 

ΛΥΣΗ 

 

Ψάχνουµε τελική αξία ράντας προκαταβλητέας  

 

Άρα: 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

Εκτελώντας ανατοκισµό για τέσσερα χρόνια µε 8% επιτόκιο έχουµε: 
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ΕΦΑΡΜΟΓΗ 15 

 

Καταθέτει κάποιος µε ανατοκισµό 500 € στο τέλος κάθε τριµήνου για 2 έτη µε 

τριµηνιαίο επιτόκιο 2,5 %.Nα βρεθεί το ποσό που θα έχει συγκεντρωθεί στο τέλος των 

δυο ετών. 

 

ΛΥΣΗ 

 

Ψάχνουµε τελική αξία ληξιπρόθεσµης ράντας  

Άρα: 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 16 

 

Να υπολογιστεί η αρχική αξία µιας προκαταβλητέας και µέλλουσας ράντας 

διάρκειας είκοσι ετών, ετήσιου όρου 8.000€ και µε ετήσιο επιτόκιο 7,5% της οποίας ο 

πρώτος όρος καταβλήθηκε στην αρχή του έκτου έτους. 

 

 

ΛΥΣΗ 
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ΕΦΑΡΜΟΓΗ 17 
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Καταθέτει κάποιος σήµερα 60.000€ και συµφωνεί να εισπράττει στο τέλος κάθε 

έτους και για δέκα έτη το ποσό των 8.000€. Να βρεθεί το επιτόκιο της κατάθεσης. 

 

ΛΥΣΗ 

 

Αφού η είσπραξη συµφωνήθηκε να γίνεται στο τέλος κάθε έτους η ράντα αυτή 

είναι ληξιπρόθεσµη µε αρχική αξία 60.000€. 

Άρα: 

 

 

 

 

 
 

 

 

Από τον πίνακα 3 (Α΄ ΜΕΡΟΣ), παρατηρούµε ότι η ποσότητα αυτή βρίσκεται 

µεταξύ της 7,53762583 για 5,5% επιτόκιο και 7,44805352 για επιτόκιο 5,75%. 

 

Άρα: 

 

Με τη µέθοδο της παρεµβολής έχουµε: 
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ΕΦΑΡΜΟΓΗ 18 

 

Κατέθεσε κάποιος 5.000€ µε επιτόκιο 4,75% και συµφώνησε να παίρνει στο τέλος 

κάθε έτους 800€. Για πόσα έτη µπορεί να παίρνει αυτά τα χρήµατα; 

 

ΛΥΣΗ 

 

Ληξιπρόθεσµη ράντα µε αρχική αξία 5.000€. 
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Άρα: 

 

 

 

 

 

 
 

Από τον πίνακα 3 (Α΄ ΜΕΡΟΣ) των ποσοτήτων παρατηρούµε ότι ο αριθµός 6,25 

βρίσκεται µεταξύ 5,83916556 για 7 χρόνια και 6,52903633 για 8 χρόνια. 

 

 

Εποµένως χρησιµοποιώντας τη µέθοδο της παρεµβολής έχουµε: 
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ΕΦΑΡΜΟΓΗ 19 

 

Ένα εργοστάσιο παρασκευής παπουτσιών διαθέτει κτιριακές εγκαταστάσεις 

αρχικού κόστους 200.000 €  µε εικοσαετή παραγωγική διάρκεια υπολειµµατικής αξίας 

30.000€. Ο µηχανολογικός εξοπλισµός στοίχισε αρχικά 1.050.000€ µε παραγωγική 

διάρκεια 16 έτη και υπολειµµατική αξία 230.000€. Να υπολογιστεί η σύνθετη 

παραγωγική διάρκεια των παγίων, αν το επιτόκιο απόσβεσης είναι 6,75%. 

 

ΛΥΣΗ 
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Σύνθετη παραγωγική διάρκεια  

 

 

 

 

 

 

 

Η ποσότητα αυτή από τον πίνακα 3 (Β΄ ΜΕΡΟΣ) βρίσκεται µεταξύ του 27,314312 

για 16 χρόνια και του 30,15801858 για 17 χρόνια, άρα µε την µέθοδο της παρεµβολής 

έχουµε: 
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Αρα 16 χρόνια και 197 µέρες είναι η συνθετη παραγωγική διάρκεια. 

 

 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 20 

 

Για τον εξοπλισµό των εργαστηρίων του ένα Ι.Ε.Κ. αγόρασε ηλεκτρονικούς 

υπολογιστές συνολικής αξίας 58.000€. Αν η υπολειµµατική τους αξία µετά από 5έτη 

είναι 16.000€ και το ετήσιο επιτόκιο 4,5%, να βρεθεί το ετήσιο ποσό της απόσβεσης. 

 

 

ΛΥΣΗ 
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ΕΦΑΡΜΟΓΗ 21 

 

 Καταθέτει κάποιος στο τέλος κάθε έτους και για πέντε έτη 1.800€ µε ανατοκισµό 

προς τέσσερα της εκατό. Από το έκτο έτος συνεχίζει τις καταθέσεις αλλά αυτή τη φορά 

τις κάνει 3.000€ και για διάστηµα έξι ακόµη ετών µε το ίδιο επιτόκιο. Να υπολογιστεί η 

αρχική και η τελική αξία της ράντας. 

 

ΛΥΣΗ 

 

Για την αρχική αξία έχουµε: 
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Για τη τελική αξία έχουµε: 

 

 

 

 

ή  S  

 

 

 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 22 

  

Μη µπορώντας κάποιος σήµερα να εξοφλήσει ένα χρέος 22.000€ συµφωνεί να το 

εξοφλήσει µε ανατοκισµό προς 6,75% ετησίως και πληρώνοντας στην αρχή κάθε έτους, 

αρχίζοντας από σήµερα, 3.900€. Μετά από πόσο χρόνο θα εξοφλήσει το χρέος του; 

 

ΛΥΣΗ 
 

Πρόκειται για πρόβληµα αρχικής αξίας προκαταβλητέας ράντας. Εποµένως: 
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Αν δούµε τον πίνακα 3 (Β΄ ΜΕΡΟΣ) θα παρατηρήσουµε ότι η ποσότητα 

5,284333153 βρίσκεται µεταξύ των ποσοτήτων 4,80355056 για έξι χρόνια και 

5,43658132 για επτά χρόνια. 

 

Άρα εφαρµόζοντας την µέθοδο της παρεµβολής έχουµε : 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

άρα θα εξοφλήσει το χρέος του σε 6 χρόνια και 272 µέρες. 

 



 

121 

 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 23 

 

Να υπολογιστούν η αρχική και τελική αξία µιας προκαταβλητέας ράντας που 

αποτελείται από έντεκα ετήσιους όρους µε αξία 2.850 € ο καθένας και µε επιτόκιο 

ανατοκισµού 4,75%. 

 

ΛΥΣΗ 
 

Η αρχική αξία µιας προκαταβλητέας ράντας είναι: 

 

 

 

 

 

    
 

Και η τελική της αξία έχει ως εξής: 
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ΕΦΑΡΜΟΓΗ 24 

 

 Ένας έµπορος δανείστηκε ποσό το οποίο θα εξοφλήσει σε 8 ετήσιες δόσεις των 

4.400€ η κάθε µια και η πρώτη δόση θα καταβληθεί στο τέλος του τέταρτου έτους από 

την αρχή του δανεισµού. Να υπολογιστεί το ποσό του δανείου αν το επιτόκιο 

ανατοκισµού είναι 6%. 

 

ΛΥΣΗ 

 

Η ράντα αυτή είναι ληξιπρόθεσµη µέλλουσα και θέλουµε να υπολογίσουµε το 

αρχικό πόσο του δανείου, ουσιαστικά την αρχική της αξία. 

Εποµένως: 
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ΕΦΑΡΜΟΓΗ 25 

 

 Ένας µηχανικός αυτοκινήτων για την αγορά εξοπλισµού του συνεργείου του 

δανείστηκε 30.000€. Το δάνειο πρόκειται να εξοφληθεί σε ίσες διµηνιαίες 

ληξιπρόθεσµες δόσεις σε 5 έτη, µε διµηνιαίο επιτόκιο 4%. Να βρεθεί η διµηνιαία δόση. 

 

ΛΥΣΗ 

 

Τα πέντε έτη είναι 30 δίµηνα άρα: 
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ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 
 

 Η πτυχιακή  αυτή εργασία πραγµατεύεται µε τον ανατοκισµό, τις ράντες αλλά 

και τις προόδους-ακολουθίες. 

 Παρατηρώντας κανείς την ενότητα που µελετά τις ράντες µπορεί εύκολα να 

καταλάβει την χρησιµότητα και την πρακτικότητα τους, αφού ουσιαστικά είναι τα 

χρηµατικά ποσά που καταβάλλονται ή εισπράττονται σε καταθέσεις ή αναλήψεις. Είναι 

λοιπόν προφανής η σηµασία των ραντών αφού παίζουν µεγάλο ρόλο στην 

καθηµερινότητα µας. Από το ενοίκιο που πρέπει να πληρώσουµε, µέχρι και τις δόσεις 

του δανείου. Επίσης οι ράντες είναι χρήσιµες και για τις επιχειρήσεις, αφού 

υπολογίζουν τις αποσβέσεις άλλες δραστηριότητες. ‘Όπως είναι εύκολο να καταλάβει 

κανείς η σηµασία των ραντών δεν ήταν ποτέ µεγαλύτερη από ότι είναι τα τελευταία 

χρόνια λόγω της οικονοµικής κρίσης. 

 Οι ράντες χωρίζονται σε κατηγορίες. Στην πρώτη κατηγορία έχουµε τις σταθερές και 

τις µεταβλητές ράντες. Στις σταθερές ράντες τα καταβεβληµένα ποσά είναι ίσα, ενώ στις 

µεταβλητές δεν είναι. Στην δεύτερη κατηγορία έχουµε τις ληξιπρόθεσµες και τις 

προκαταβλητέες ράντες. Οι ληξιπρόθεσµες πληρώνονται στο τέλος της κάθε περιόδου ενώ οι 

προκαταβλητέες στην αρχή της περιόδου. Στην τρίτη κατηγορία έχουµε τις πρόσκαιρες και 

διηνεκείς ράντες. Στις πρόσκαιρες το πλήθος των όρων είναι πεπερασµένο, ενώ στις διηνεκείς 

το πλήθος των όρων είναι άπειρο. Στην τέταρτη κατηγορία συναντάµε τις άµεσες, τις 

µέλλουσες και τις αρξάµενες ράντες. Στις άµεσες ράντες ο πρώτος όρος καταβάλλεται στην 

πρώτη περίοδο, στις µέλλουσες καταβάλλεται στις επόµενες περιόδους και στις αρξάµενες 

καταβάλλεται πριν από  ορισµένες περιόδους. Στην πέµπτη κατηγορία είναι οι ακέραιες και οι 

κλασµατικές. Ακέραια ονοµάζεται η ράντα όπου η περίοδος ανατοκισµού συµπίπτει µε την 

ίδια την περίοδο της, ενώ στην κλασµατική δεν συµπίπτει. Τέλος στην έκτη κατηγορία 

έχουµε τις βέβαιες και τυχαίες ράντες. Βέβαια ονοµάζεται η ράντα που η καταβολή των όρων 

δεν εξαρτάται από την πραγµατοποίηση η µη πραγµατοποίηση κάποιου γεγονότος. Τυχαία 

ράντα είναι εκείνη που η καταβολή των όρων εξαρτάται από την πραγµατοποίηση η µη 

κάποιου γεγονότος. 

 Ο ανατοκισµός όπως και οι ράντες βοηθούν στην κατανόηση και τον υπολογισµό 

δανείων, καταθέσεων κλπ. Η βασική διαφορά όµως µε τον ανατοκισµό είναι ότι ο τόκος δεν 

υπολογίζεται από το αρχικό κεφάλαιο, αλλά στο ποσό που προκύπτει στο τέλος της κάθε 

περιόδου. Π.χ. ένα οµόλογο διαρκείας 3 ετών µε ονοµαστική αξία 100€ και επιτόκιο 5% θα 

έχει µετά το τέλος της πρώτης χρόνιας αξία 105 και µετά το τέλος της δεύτερης χρονιάς αξία 

ίση µε 105+105.0,05=105+5,25=110,25. Με τον ίδιο τρόπο βρίσκουµε το ποσό της τρίτης 

χρονιάς. Ο ανατοκισµός είναι µια µακροπρόθεσµη οικονοµική πράξη µεγαλύτερη του ενός 

έτους.  

 Ο ανατοκισµός αποτελεί βασικό εργαλείο των χρηµατοοικονοµικών µαθηµατικών. Ο 

ανατοκισµός δεν µπορεί να πραγµατοποιηθεί σε δανεισµούς καθώς υπάρχει κίνδυνος τα 

συνεχώς αυξανόµενα ποσά να µην δυνατόν να καταβληθούν. Βασικές έννοιες στον 

ανατοκισµό είναι το αρχικό κεφάλαιο, ο χρόνος, ο τόκος και το επιτόκιο. 

 Μελετώντας την ενότητα Πρόοδοι-Ακολουθίες καταλαβαίνουµε ότι πρόκειται για ένα 

πολύ σηµαντικό κοµµάτι των µαθηµατικών. Επίσης όπως και οι ράντες και ο ανατοκισµός 

είναι πολύ χρήσιµα και στην καθηµερινότητα µας αφού αποτελούν σηµαντικό εργαλείο για 

την κατανόηση των χρηµατοοικονοµικών µαθηµατικών. Όταν µιλάµε για οµόλογα ή για 

καταθέσεις και θέλουµε να υπολογίσουµε την µελλοντική τους αξία είναι απαραίτητη η 

γνώση στις ακολουθίες. 
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 Οι ακολουθίες είναι η απεικόνιση του συνόλου N των φυσικών αριθµών, στο σύνολο 

R των πραγµατικών αριθµών. Οι όροι της ακολουθίας διαδέχονται ο ένας τον άλλον µε 

λογική σειρά. Υπάρχουν δύο είδη ακολουθών. Η πρώτη κατηγορία είναι η ορισµένη 

ακολουθία, όπου είναι γνωστό ποιος πραγµατικός αριθµός αντιστοιχεί σε κάθε φυσικό 

αριθµό. Η δεύτερη κατηγορία είναι η ακολουθίες που υπολογίζονται µε τον αναδροµικό 

τρόπο. Εδώ γνωρίζουµε τον πρώτο όρο της ακολουθίας και ένας νόµος µέσω του οποίου 

µπορούµε να υπολογίσουµε έναν τυχαίο όρο της ακολουθίας από τον  προηγούµενο του. 

 Οι πρόοδοι αποτελούν µια ειδική υποκατηγορία των ακολουθιών και χωρίζονται µε 

την σειρά τους σε τρεις κατηγορίες. Την αρµονική, την αριθµητική και την γεωµετρική. 

Αριθµητική πρόοδος ονοµάζεται η ακολουθία αριθµών που ο κάθε όρος της προκύπτει από 

τον προηγούµενο µε την πρόσθεση ενός σταθερού ω. Η γεωµετρική πρόοδος ονοµάζεται η 

ακολουθία που ο κάθε όρος της προκύπτει από τον προηγούµενο αφού τον 

πολλαπλασιάσουµε µε τον ίδιο µη µηδενικό αριθµό. 
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ΠΙΝΑΚΕΣ 

 

Πίνακας 1:  

 

ΕΤΗ 3% 7,5% 

1 1,03 1,07500000 

7 1,22987387 1,54330153 
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Πίνακας 2             

 
A’ ΜΕΡΟΣ      

   
 

ΈΤΗ 2% 2,5% 3% 3,25% 4% 4,75% 

2 2,02 2,025 2,03 2,0325 2,04 2,0475 

3 3,0604 3,075625 3,0909 3,09855625 3,1216 3,14475625

5 5,20404016 5,25632852 5,30913581 5,33573526 5,41632256 5,49810345

8 8,58296905 8,73611590 8,89233605 8,97161647 9,21422626 9,46414397

11 12,16871542 12,48346631 12,80779569 12,97364212 13,48635141 14,02261545

13 14,68033152 15,14044179 15,61779045 15,86313226 16,62683768 17,43390245

14 15,97393815 16,51895284 17,08632416 17,37868406 18,29191119 19,26201281

15 17,29341692 17,93192666 18,598991389 18,94349129 20,02358764 21,17695842

20 24,97736980 25,54465761 26,87037449 27,56424382 29,77807858 32,20563451

46 74,33056447 84,55403443 96,50145723 103,21676682 126,87056772 156,93582854

47 76,81717576 87,66788530 100,39650095 107,57131174 132,94539043 165,39028039

 

 

Β’ ΜΕΡΟΣ     

   

ΈΤΗ 5% 6% 6,75% 7% 9% 

10 12,57789254 13,18079494 13,65437212 13,81644796 15,19292972 

15 21,57856359 23,27596988 24,65040105 25,12902201 29,36091622 

16 23,65749177 25,67252808 27,31430312 27,88805355 33,00339868 

17 25,84036636 28,21287976 30,15801858 30,84021730 36,97370456 

20 33,06595410 36,78559120 39,89357101 40,99549232 51,16011964 
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Πίνακας 3                                        
 

A’ ΜΕΡΟΣ  

 

 

Β’ ΜΕΡΟΣ           

     

 

ΈΤΗ 6% 6,5% 6,75% 7% 7,5% 11,5% 12% 

3 2,67301195 2,64847551 2,63634915 2,62431604 2,60052574 2,42261939 2,40183127 

6 4,91732433 4,84101356 4,80355056 4,76653966 4,69384642 4,17029403 4,11140732 

7 5,58238144 5,48451977 5,43658132 5,38928940 5,29660132 4,63703501 4,56375654 

8 6,20979381 6,08875096 6,02958438 5,97129851 5,85730355 5,05563678 4,96763977 

10 7,36008705 7,18883022 7,10547143 7,02358154 6,86408096 5,76777074 5,65022303 

11 7,88687458 7,68904246 7,59294748 7,49867434 7,31542415 6,06974954 5,93769913 

15 9,71224899 9,40266885 9,25349371 9,10791401 8,82711975 6,99670784 6,81086449 

20 11,46992122 11,01850725 10,80302147 10,59401425 10,19449136 7,70981586 7,46944362 

32 14,23022961 13,33392925 12,98282123 12,64655532 12,01547757 8,42865516 8,11159436 

ΈΤΗ 2% 2,5% 3% 4% 4,25% 4,75% 5,5% 5,75% 

2 1,94156094 1,92742415 1,91346970 1,88609467 1,87935982 1,86601808 1,84631971 1,8398359 

3 2,88388327 2,85602356 2,82861135 2,77509103 2,76197585 2,73605545 2,69793338 2,6854240 

5 4,71345951 4,64582850 4,57970719 4,45182233 4,42072895 4,35956090 4,27028448 4,2411674 

6 5,60143089 5,50812536 5,41719144 5,24213686 5,19974000 5,11652592 4,99553031 4,9561866 

7 6,47199107 6,34939060 6,23028296 6,00205467 5,94699280 5,83916556 5,68296712 5,6323278 

8 7,32548144 7,17013717 7,01969219 6,73274487 6,66378206 6,52903633 6,33456599 6,2717048 

10 8,98258501 8,75206393 8,53020284 8,11089578 8,01088700 7,81634767 7,53762583 7,4480535 

11 9,78684805 9,51420871 9,25262411 8,76047671 8,64353669 8,41656102 8,09253633 7,9887031 

13 11,34837375 10,98318497 10,63495533 9,98564785 9,83251310 9,53656998 9,11707853 8,9834096 

30 22,39645555 20,93029259 19,60044135 17,29203330 16,77901717 15,82041827 14,533745 14,141023 



 

130 

33 14,36811411 13,45908850 13,09866157 12,75379002 12,10742099 8,45619297 8,13535211 

 

Πίνακας 4:      

 

 

ΕΤΗ 4,5% 6% 7% 

4 0,18279164 0,22859149 0,22522812 

12 0,06466619 0,05927703 0,05590199 

16 0,4401537 0,03895214 0,03585765 

22 0,02754565 0,02304557 0,02040577 
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