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Εισαγωγή  
 

Σκοπός της παρούσας εργασίας  είναι η µελέτη των βασικών αρχών του Γραµµικού 

Προγραµµατισµού ,που είναι ένα τµήµα του ευρύτερου πεδίου της Επιχειρησιακής 

Έρευνας. Στο πλαίσιο αυτό επιχειρούµε µια εκτενή ανάλυση της µεθόδου επίλυσης 

π.γ.π  µε τη µέθοδο Simplex. Στο πρώτο κεφάλαιο της εργασίας γίνεται µια εισαγωγή 

στην Επιχειρησιακή Έρευνα µε έµφαση στην  ιστορική εµφάνιση του τοµέα αυτού 

της επιστήµης που αναπτύχθηκε σε µεγάλο βαθµό κατά τη διάρκεια και µε το τέλος 

του Β’ Παγκοσµίου Πολέµου. Ιδιαίτερη έµφαση δίνεται στις µεθόδους που 

χρησιµοποιούνται και στις εφαρµογές του στους διάφορους τοµείς της οικονοµίας και 

της τεχνολογίας. Στο δεύτερο κεφάλαιο ασχολούµαστε  µε τον Γραµµικό 

προγραµµατισµό , µε τη µέθοδο δηλαδή επίλυσης προβληµάτων που αφορούν την 

εύρεση της βέλτιστης λύσεις προβληµάτων απόφασης όπου οι διαθέσιµοι πόροι 

υπόκεινται σε φυσικούς περιορισµούς. Στο τρίτο κεφάλαιο µελετάµε την δηµοφιλή 

µέθοδο επίλυσης προβληµάτων γραµµικού προγραµµατισµού , Simplex. 

Παρουσιάζουµε το µαθηµατικό πρότυπο της µεθόδου , τις βασικές αρχές του καθώς 

και την διαδικασία επίλυσης . Τέλος στο τέταρτο κεφάλαιο προσοµειώνουµε τον 

αλγόριθµο της  µεθόδου  Simplex µε τη χρήση του λoγισµικού πακέτου Matlab , και 

παρουσιάζουµε τα αποτελέσµατα . 

Abstract 
 

The purpose of this paper is to study the basic principles of Linear Programming, 

which is a part of the broader scope of Operational Research. In this context we 

attempt an extensive analysis of the method of solving the problem with the Simplex 

method. In the first chapter of the paper an introduction to Business Research is made, 

with an emphasis on the historical emergence of the field of this science that 

developed greatly during and with the end of the Second World War. Particular 

emphasis is given to the methods used in its applications in various sectors of the 

economy and technology. In the second chapter we deal with Linear Programming, 

the method of solving problems related to finding the optimal  solution for problems 

where the available resources are subject to physical constraints. In the third chapter 

we study the popular method of solving linear programming problems, Simplex. We 
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present the mathematical model of the method, its basic principles as well as the 

resolution process. Finally, in the fourth chapter we simulate the Simplex algorithm 

using the Matlab package software, and we present the results. 

 
 

 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1ο : Εισαγωγή στην Επιχειρησιακή Έρευνα 
 

1.1 Εισαγωγή 

 

Κατά την διάρκεια του Β’ Παγκοσµίου Πολέµου ζητήθηκε σε επιστήµονες και 

µηχανικούς να αναλύσουν διάφορα στρατιωτικού τύπου προβλήµατα όπως για 

παράδειγµα να αναπτύξουν αποτελεσµατικές µεθόδους ώστε να χρησιµοποιήσουν 

ραντάρ τα οποία είχαν ανακαλυφθεί εκείνη την εποχή, να διαχειριστούν καλύτερα τις 

νηοποµπές και τα υποβρύχια, να διαχειριστούν τις επιθέσεις µε βόµβες και γενικά να 

βελτιστοποιήσουν τις στρατιωτικές επιχειρήσεις. Έτσι λοιπόν, οι εφαρµογές των 

µαθηµατικών και των επιστηµονικών µεθόδων στις στρατιωτικές επιχειρήσεις 

ονοµάστηκαν Επιχειρησιακή Έρευνα (Operations Research, OR). Ο όρος 

Επιχειρησιακή Έρευνα, ή όπως συχνά πλέον αναφέρεται ∆ιοικητική Επιστήµη 

(Management Science), περιλαµβάνει την επιστηµονική προσέγγιση στην λήψη 

αποφάσεων η οποία επιδιώκει να καθορίσει τον καλύτερο δυνατό σχεδιασµό και να 

συντονίσει ένα σύστηµα (συνήθως) υπό συνθήκες που απαιτούν την κατανοµή 

σπάνιων παραγωγικών πόρων. Μάλιστα, µετά τον Β’ Παγκόσµιο Πόλεµο 

καθιερώθηκε ως νέο επιστηµονικό πεδίο και αναπτύχθηκε ραγδαία κυρίως στις 

Ηνωµένες Πολιτείες της Αµερικής ενώ κατά την διάρκεια των δεκαετιών των 1950 

και 1960 αναπτύχθηκαν οι περισσότεροι αλγόριθµοι και µέθοδοι που χρη-

σιµοποιούνται ακόµα και σήµερα. Η µεθοδολογία της Επιχειρησιακής Έρευνας 

εφαρµόζεται σε προβλήµατα που αφορούν το πώς να διεξάγεις και να συντονίσεις 

επιχειρήσεις (δηλαδή δραστηριότητες) εντός οργανισµών. Πιο συγκεκριµένα, οι 

µεταβολές στο οικονοµικό και επιχειρησιακό περιβάλλον, η αύξηση της 
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πολυπλοκότητας, της µεταβλητότητας καθώς και της αλληλεξάρτησης των διαφόρων 

φαινοµένων σε συνδυασµό µε την ανάγκη υποστήριξης και σφαιρικής προσέγγισης 

των προβληµάτων µε σκοπό τη συστηµατική ανάλυση και την αποτελεσµατική λήψη 

αποφάσεων συνέβαλλαν στην καθιέρωση της  φύση του εκάστοτε προβλήµατος είναι 

ουσιαστικά αδιάφορη, Επιχειρησιακής Έρευνας ως ένα απαραίτητο εργαλείο. Η 

καθώς η Επιχειρησιακή Έρευνα έχει εφαρµοστεί εκτενώς σε ποικίλους κλάδους όπως 

για παράδειγµα στη Μεταποίηση, στον κλάδο των Μεταφορών, στις 

Τηλεπικοινωνίες, στον Χρηµατοοικονοµικό σχεδιασµό, στις ∆ηµόσιες Υπηρεσίες, 

στην Υγεία, στις Στρατιωτικές Επιχειρήσεις. Σχετικά µε τον δεύτερο όρο του 

ονόµατος Επιχειρησιακή Έρευνα, ήτοι τον όρο Έρευνα, σηµαίνει πως, προκειµένου 

να διερευνηθεί το πρόβληµα για το οποίο χρειαζόµαστε λύση, χρησιµοποιούνται 

επιστηµονικές µέθοδοι. Η διαδικασία ξεκινάει δίνοντας ιδιαίτερη προσοχή στο να 

παρατηρήσουµε και να σχηµατίσουµε το πρόβληµα καθώς και να συλλέξουµε τα 

απαραίτητα δεδοµένα. Το επόµενο βήµα είναι να σχηµατίσουµε ένα επιστηµονικό 

(συνήθως µαθηµατικό) υπόδειγµα το οποίο σκοπό έχει να αφαιρέσει/περιορίσει την 

πολυπλοκότητα του πραγµατικού κόσµου προκειµένου να λύσουµε το πρόβληµα που 

έχουµε σχηµατίσει. Στην συνέχεια υποθέτουµε ότι το πρόβληµα είναι µια επαρκώς 

ακριβής αναπαράσταση των ουσιωδών χαρακτηριστικών της κατάστασης, η οποία 

µας επιτρέπει να καταλήξουµε σε συµπεράσµατα (λύσεις) από αυτό το υπόδειγµα τα 

οποία θα είναι έγκυρα και για το πρόβληµα του πραγµατικού κόσµου. Έπειτα, 

διεξάγονται κατάλληλα πειράµατα προκειµένου να ελέγξουµε αυτή την υπόθεση 

(περί αντιπροσωπευτικής αναπαράστασης του πραγµατικού προβλήµατος) και να την 

προσαρµόσουµε όπου χρειάζεται και τελικά να επιβεβαιώσουµε κάποιες από τις 

υποθέσεις του υποδείγµατος (αυτό το βήµα συχνά αναφέρεται ως επικύρωση του 

υποδείγµατος). Επιπρόσθετα, η Επιχειρησιακή Έρευνα ασχολείται και µε την 

πρακτική εφαρµογή της διοίκησης του οργανισµού. Έτσι, για να επιτύχει τον σκοπό 

της η Επιχειρησιακή Έρευνα θα πρέπει να παρέχει θετικά και κατανοητά συµπερά-

σµατα στον λήπτη αποφάσεων όποτε αυτά χρειάζονται. Ένα επιπλέον 

χαρακτηριστικό είναι πως συχνά η Επιχειρησιακή Έρευνα προσπαθεί να βρει την 

καλύτερη λύση (αναφέρεται και ως βέλτιστη λύση) για το πρόβληµα στο οποίο 

καλείται να προσφέρει λύση (ενδεχοµένως να υπάρχουν πολλαπλές «καλύτερες» 

λύσεις, όπου σε µια τέτοια περίπτωση επιλέγουµε µία εξ αυτών). Ο σκοπός της 

Επιχειρησιακής Έρευνας είναι κάτι παραπάνω από το να βελτιώσει την παρούσα 

κατάσταση και εντοπίζεται στο να αναγνωρίσει τo καλύτερο δυνατό πλάνο δράσης. Η 
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αναζήτηση του βέλτιστου κατέχει εξέχουσα θέση στα πλαίσια της Επιχειρησιακής 

Έρευνας. Ένα επιπλέον χαρακτηριστικό της Επιχειρησιακής Έρευνας είναι αυτό που 

ονοµάζεται «οµαδική προσέγγιση». Είναι προφανές πως δεν είναι δυνατό να υπάρξει 

µόνο ένα εξειδικευµένο άτοµο το οποίο να είναι σε θέση να ανταπεξέλθει σε όλες τις 

πτυχές των εργασιών ή των προβληµάτων που πρόκειται να αναζητήσουν λύση µέσω 

των µεθόδων της Επιχειρησιακής Έρευνας. Κάτι τέτοιο απαιτεί µια οµάδα ανθρώπων 

που να έχουν διαφορετικές επιστηµονικές καταβολές και δεξιότητες. Μια τέτοια 

λοιπόν οµάδα Επιχειρησιακής Έρευνας χρειάζεται να απαρτίζεται από ανθρώπους οι 

οποίοι συλλογικά να έχουν υψηλό επίπεδο εκπαίδευσης και κατάρτισης στα 

µαθηµατικά, στην στατιστική και στην θεωρία πιθανοτήτων, στα οικονοµικά, στην 

διοίκηση επιχειρήσεων, στην επιστήµη των υπολογιστών, στην µηχανική, στις 

συµπεριφοριστικές επιστήµες καθώς και σε εξειδικευµένες τεχνικές της 

Επιχειρησιακής Έρευνας. Υπάρχει µια πλειάδα τεχνικών προκειµένου να λύσουµε 

µαθηµατικά προβλήµατα που µπορεί να προκύψουν στην πράξη. Ο πιο διακεκριµένος 

τρόπος µεταξύ αυτών είναι ο Γραµµικός Προγραµµατισµός. Εναλλακτικές τεχνικές 

περιλαµβάνουν τον Ακέραιο Προγραµµατισµό, τον ∆υναµικό Προγραµµατισµό, τον 

Προγραµµατισµό ∆ικτύων (κατά την τεχνική αυτή το πρόβληµα µπορεί να 

υποδειγµατοποιηθεί ως ένα δίκτυο) και τον Μη Γραµµικό Προγραµµατισµό. Μια 

άλλη κατηγορία συγκροτείται από τις Ουρές Αναµονής και τα Μοντέλα 

Προσοµοίωσης. Πρακτικά, οι αλγόριθµοι (δηλαδή οι µέθοδοι λύσεων για κάθε 

κατηγορία υποδείγµατος) εκτελούνται από εξειδικευµένα λογισµικά που είναι 

διαθέσιµα σε κάθε ενδιαφερόµενο. Η Επιχειρησιακή Έρευνα έχει εντυπωσιακό 

αντίκτυπο στην βελτίωση της αποτελεσµατικότητας πολλών οργανισµών, τόσο 

∆ηµοσίων όσο και Ιδιωτικών σε παγκόσµιο επίπεδο και έχει συµβάλλει σηµαντικά 

στην αύξηση της παραγωγικότητας των οικονοµιών πολλών χωρών. Σήµερα, 

υπάρχουν πολλές χώρες που συµµετέχουν στην ∆ιεθνή Οµοσπονδία Κοινοτήτων 

Επιχειρησιακής Έρευνας (International Federation of Operational Research Societies, 

IFORS) µε κάθε χώρα να έχει ιδρύσει και µια εθνική κοινότητα για την 

Επιχειρησιακή Έρευνα (παραδείγµατος χάρη στην Ελλάδα υπάρχει η Ελληνική 

Εταιρία Επιχειρησιακών Ερευνών -Ε.Ε.Ε.Ε.-που ιδρύθηκε το 1963). 
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1.2 Επισκόπηση Μεθόδων Επιχειρησιακής Έρευνας 

 

Όπως ήδη αναφέρθηκε παραπάνω, η Επιχειρησιακή Έρευνα δύναται να εφαρµοστεί 

σε προβλήµατα που σχετίζονται µε τρόπο διεξαγωγής και συντονισµού των 

δραστηριοτήτων εντός ενός οργανισµού. Μια τυπική µελέτη στα πλαίσια της 

Επιχειρησιακής Έρευνας, περιλαµβάνει τα παρακάτω βήµατα: 

1. προσδιορισµός του προβλήµατος και συλλογή των απαραίτητων δεδοµένων. 

2. σχηµατισµός ενός µαθηµατικού υποδείγµατος που αναπαριστά το πρόβληµα. 

3. ανάπτυξη µιας διαδικασίας (µε την χρήση ηλεκτρονικού πληροφοριακού 

συστήµατος) για την εξαγωγή λύσης για το πρόβληµα που περιγράφει το µοντέλο στο 

βήµα 2. 

4. έλεγχος του µοντέλου και εκλέπτυνση όπου κρίνεται απαραίτητο. 

5. προετοιµασία για την εκάστοτε εφαρµογή του υποδείγµατος όπως ορίστηκε από 

την διοίκηση. 

6. εφαρµογή. 

 

Στην συνέχεια, θα περιγράψουµε τα παραπάνω βήµατα µε την σειρά που 

παρουσιάστηκαν, ξεκινώντας µε την διαδικασία ορισµού του προβλήµατος και 

συλλογής των δεδοµένων η οποία περιλαµβάνει τα ακόλουθα: 

• τους κατάλληλους στόχους. 

• περιορισµούς στο τι µπορεί να συµβεί. 

• σχέσεις µεταξύ του υπό µελέτη τµήµατος και άλλων τµηµάτων του 

οργανισµού-επιχείρησης. 

• πιθανά εναλλακτικά σενάρια δράσης. 

• τα χρονικά περιθώρια εντός των οποίων πρέπει να ληφθεί η απόφαση. 

Η δεύτερη φάση είναι να σχηµατίσουµε το µαθηµατικό υπόδειγµα. Ένα µαθηµατικό 

υπόδειγµα ορίζεται από ένα σύστηµα εξισώσεων και σχετιζόµενων µαθηµατικών 

εκφράσεων οι οποίες περιγράφουν την ουσία του προβλήµατος. 

Τα βασικά συστατικά ενός µαθηµατικού υποδείγµατος είναι τα ακόλουθα: 

• οι µεταβλητές απόφασης: αν υπάρχουν n ποσοτικοποιήσιµες σχετιζόµενες 

αποφάσεις, τότε αυτές µπορούν να αναπαρασταθούν ως µεταβλητές 

απόφασης δηλαδή, 1 2 , , ,n x x  x , των οποίων οι τιµές θα πρέπει να 

προσδιοριστούν. 



11 
 

• η αντικειµενική συνάρτηση: αφορά στο κατάλληλο (συνολικό) µέτρο 

απόδοσης (π.χ. κέρδους ή κόστους) και εκφράζεται µέσω µια µαθηµατικής 

συνάρτησης των µεταβλητών απόφασης. 

• oι περιορισµοί : αναφερόµαστε σε οποιουσδήποτε περιορισµούς πάνω στις 

τιµές που µπορούν να πάρουν οι µεταβλητές απόφασης και εκφράζονται µε 

µαθηµατικό τρόπο την µορφή ανισοτήτων ή/και ισοτήτων. 

• οι παράµετροι του υποδείγµατος : αφορούν στους συντελεστές καθώς και 

στις τιµές των ποσοτήτων των στο δεξί µέλος των ανισοτήτων, στους 

περιορισµούς του προβλήµατος και στην αντικειµενική συνάρτηση. Οι 

συντελεστές των περιορισµών αναφέρονται και ως συντελεστές µετατροπής ή 

τεχνολογικοί συντελεστές, οι ποσότητες στο δεξί µέλος καλούνται διαθέσιµες 

ποσότητες και οι συντελεστές των µεταβλητών απόφασης στην αντικειµενική 

συνάρτηση λέγονται συντελεστές κέρδους (ή τιµές πώλησης) αν το πρόβληµα 

αφορά στην µεγιστοποίηση κέρδους ή συντελεστές κόστους (ή αµοιβές 

συντελεστών) στην περίπτωση που αντικειµενικός σκοπός είναι η 

ελαχιστοποίηση του κόστους παραγωγής. 

 

Η επόµενη φάση αφορά στην λύση του µαθηµατικού υποδείγµατος. Το ζητούµενο 

έγκειται στο να προσδιοριστούν οι τιµές των µεταβλητών απόφασης έτσι ώστε να 

βελτιστοποιήσουµε (είτε πρόκειται για µεγιστοποίηση ή για ελαχιστοποίηση) την 

αντικειµενική συνάρτηση υπό το σύνολο των αντίστοιχων περιορισµών. Ένα 

σηµαντικό κοµµάτι του καθορισµού του προβλήµατος είναι να καθορίσουµε τις 

κατάλληλες τιµές που θα αντιστοιχίσουµε στις παραµέτρους του υποδείγµατος. Κάτι 

τέτοιο απαιτεί την συλλογή δεδοµένων. Ένα ακόµη σηµαντικό κοµµάτι της λύσης του 

υποδείγµατος, είναι η Ανάλυση Ευαισθησίας που σκοπό έχει να καθορίσει το κατά 

πόσο ευαίσθητη είναι η βέλτιστη λύση για εύλογες µεταβολές των παραµέτρων του 

υποδείγµατος. Οι κατηγορίες µεθόδων της Επιχειρησιακής Έρευνας που 

καταγράφονται στην βιβλιογραφία παρουσιάζονται παρακάτω:  

I. Μαθηµατικός Προγραµµατισµός (Γραµµικός Προγραµµατισµός, Ακέραιος 

Προγραµµατισµός, Μη-γραµµικός προγραµµατισµός) 

II. ∆ένδρα αποφάσεων (Decision trees) 

III. Πολυκριτηριακή Ανάλυση (Multiple Criteria Decision Analysis) 

IV. Ανάλυση δικτύων (Network flows, PERT, CPM) 
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V. ∆ιαχείριση αποθεµάτων (Inventory control, EOQ) 

VI. Γραµµές (ή Ουρές) αναµονής (Queuing theory) 

VII. Στοχαστικές ∆ιεργασίες (Stochastic Processes) 

VIII. Θεωρία παιγνίων (Game theory) 

IX. Προσοµοίωση (simulation) 

 

Στην παρούσα εργασία δίνεται ιδιαίτερη βαρύτητα στον Γραµµικό Προγραµµατισµό 

(Linear Programming) που αποτελεί κοµµάτι του µαθηµατικού προγραµµατισµού και 

χρησιµοποιείται από πολλούς λήπτες αποφάσεων ιδιωτικών και δηµοσίων 

επιχειρήσεων αλλά και οργανισµών. Πιο συγκεκριµένα, ο Γραµµικός 

Προγραµµατισµός χρησιµοποιείται ευρέως από τους επιχειρησιακούς ερευνητές για 

την προσέγγιση προβληµάτων κατανοµής περιορισµένων, τις περισσότερες φορές, 

πόρων σε εναλλακτικές δραστηριότητες µε τον καλύτερο δυνατό τρόπο (Winston and 

Goldberg, 2004). Τέλος, θα πρέπει να έχουµε υπόψη µας πως σε οποιαδήποτε 

ανάλυση στα πλαίσια οποιασδήποτε µεθοδολογίας, η βέλτιστη λύση που έχουµε 

προσδιορίσει αφορά µόνο στο (µαθηµατικό ή οικονοµικό) υπόδειγµα που έχουµε 

εξειδικεύσει καθώς αυτό αποτελεί µια απλουστευµένη εκδοχή του πραγµατικού 

κόσµου και όχι µια ακριβή αναπαράσταση του διότι κάτι τέτοιο αποδεικνύεται 

πρακτικά αδύνατο να συµβεί. Σύµφωνα µε όσα έχουν λεχθεί µέχρι στιγµής, θα 

µπορούσαµε να πούµε πως η Επιχειρησιακή Έρευνα, γενικότερα, είναι ο 

επιστηµονικός κλάδος που ασχολείται µε την ανάπτυξη µαθηµατικών µοντέλων για 

την περιγραφή συστηµάτων και διαδικασιών µε κύριο σκοπό την βελτιστοποίηση 

τους και τη λήψη αποφάσεων, ενώ επίσης θα µπορούσαµε να ισχυριστούµε ότι 

ασχολείται µε τη µελέτη συστηµάτων ως µαθηµατικά µοντέλα. 

 

 

 

1.3 Επιχειρησιακή Έρευνα και Ψηφιακή εποχή 

 

Η Επιχειρησιακή Έρευνα έχει αποδείξει από νωρίς την θετική επίδραση που έχουν οι 

µέθοδοι της στην βελτίωση της αποτελεσµατικότητας όλων των ειδών των 

οργανισµών αλλά και των οικονοµιών στο σύνολο τους, όπως έχει ήδη αναφερθεί. Σε 

συνδυασµό µε την φρενήρη πρόοδο τόσο των ηλεκτρονικών υπολογιστών όσο και 



13 
 

των αλγορίθµων που εφαρµόζουν, ο κλάδος της Επιχειρησιακής Έρευνας ήταν 

αδύνατο να µην επηρεαστεί και έτσι οι εξελίξεις στην επιστήµη των υπολογιστών και 

της Πληροφορικής επηρέασαν την ανάπτυξη της Επιχειρησιακής Έρευνας σε πολλά 

επίπεδα. Τα προβλήµατα στα οποία καλείται να δώσει λύση ο κλάδος είναι πλέον 

τόσο µεγάλα σε πλήθος δεδοµένων αλλά και απαιτήσεων, που καθιστά την επίλυση 

των προβληµάτων αυτών αλλά και την εκτέλεση των απαιτούµενων υπολογισµών µε 

το χέρι τις περισσότερες φορές αδύνατη. Έτσι λοιπόν, η ανάπτυξη των υπολογιστών 

και των βελτιωµένων ικανοτήτων τους να εκτελούν σε ελάχιστο χρόνο αριθµητικούς 

υπολογισµούς τους οποίους ο άνθρωπος αδυνατεί να συναγωνιστεί, υπήρξε ένα 

τεράστιο όφελος για τον κλάδο της Επιχειρησιακής Έρευνας. Η επανάσταση στον 

χώρο ήρθε γύρω στο 1980 µε την διείσδυση των προσωπικών υπολογιστών που 

συνοδεύονταν από εξειδικευµένους αλγορίθµους και πακέτα για την επίλυση των 

προβληµάτων που άπτοντα του αντικειµένου της Επιχειρησιακής Έρευνας. Το 

τελευταίο, έκανε ακόµη πιο γνωστή την Επιχειρησιακή Έρευνα σε ακόµη µεγαλύτερο 

κοινό. Στις µέρες µας, εκατοµµύρια ενδιαφερόµενοι σε όλον τον κόσµο έχουν ήδη 

πρόσβαση σε λογισµικό Επιχειρησιακής Έρευνας.  Σε αυτή την κατεύθυνση 

βρίσκεται και το πνεύµα του παρόντος συγγράµµατος. Σε συνδυασµό µε την θεωρία 

του Γραµµικού Προγραµµατισµού που πρόκειται να παρουσιαστεί στα κατοπινά 

κεφάλαια, θα γίνει αναλυτική παρουσίαση και επεξήγηση του τρόπου µε τον οποίο ο 

ενδιαφερόµενος σχετικά µε την Επιχειρησιακή Έρευνα χρήστης µπορεί να 

χρησιµοποιήσει το ελεύθερο λογισµικό/λογισµικό ανοικτής πρόσβασης (ΕΛ/ΛΑΚ ή 

open source) R µαζί µε τα εξειδικευµένα πακέτα και βιβλιοθήκες βελτιστοποίησης 

προκειµένου να ποσοτικοποιήσει και να επιλύσει µέσα σε λίγα λεπτά προβλήµατα 

που µε το χέρι απαιτούν επίπονους υπολογισµούς. Το λογισµικό R καθώς και όλα τα 

πακέτα και βιβλιοθήκες που µπορεί κάποιος να χρειαστεί για να εκτελέσει 

οποιουδήποτε είδους ανάλυση, παρέχονται δωρεάν στον κάθε χρήστη. Τα 

πλεονεκτήµατα της ελεύθερης πρόσβασης στο λογισµικού είναι παραπάνω από 

εµφανή είτε πρόκειται για διδάσκοντες ή για φοιτητές. Αυτός είναι και ο βασικός 

λόγος που επιλέξαµε να χρησιµοποιήσουµε το R, το οποίο γίνεται δηµοφιλέστερο µε 

το πέρασµα του χρόνου καθώς περισσότεροι άνθρωποι επιλέγουν να το 

χρησιµοποιήσουν τόσο για λόγους διδασκαλίας όσο και εµπειρικής έρευνας. Επίσης, 

κάθε ενδιαφερόµενος µπορεί να το εγκαταστήσει σε όσους ηλεκτρονικούς 

υπολογιστές επιθυµεί χωρίς να χρειάζονται κλειδιά και κωδικοί ενεργοποίησης κάθε 

φορά.  
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1.4 Η επιχειρησιακή Έρευνα στον τομέα της Οικονομετρίας  

 

Η µέχρι στιγµής συζήτηση, σε µικρότερο ή µεγαλύτερο βαθµό, συνδέει την 

προσέγγιση της Επιχειρησιακής Έρευνας µε τον κλάδο της ∆ιοίκησης Επιχειρήσεων. 

Με την πάροδο του χρόνου, πολλά τµήµατα Οικονοµικών Επιστηµών 

αναδιαµορφώνουν το πρόγραµµα σπουδών που προσφέρουν ώστε να συµπεριλάβουν 

µεταξύ των προσφερόµενων µαθηµάτων την Επιχειρησιακή Έρευνα καθώς αυτό 

προσφέρει µια εναλλακτική προσέγγιση στον τρόπο που αντιλαµβάνονται τα 

υποδείγµατα οι οικονοµολόγοι. Τα υποδείγµατα που κατά κύριο λόγο χρησιµοποιούν 

οι οικονοµολόγοι προκειµένου να προσεγγίσουν και στην συνέχεια να ερµηνεύσουν 

τα οικονοµικά φαινόµενα, είναι παραµετρικά. ∆ηλαδή, µεταξύ των ερµηνευτικών 

µεταβλητών συµπεριλαµβάνουν και έναν διαταρακτικό όρο (η παρουσία του οποίου 

συνοδεύεται και από συγκεκριµένες υποθέσεις για τον τρόπο που κατανέµεται) ο 

οποίος διαταράσσει την τέλεια προσαρµογή του υποδείγµατος και αφορά σε όλες 

εκείνες τις µεταβλητές που ενδεχοµένως να επηρεάζουν την µεταβλητή που 

προσπαθούν να εξηγήσουν (καλείται εξαρτηµένη µεταβλητή), χρησιµοποιώντας µια 

δέσµη ερµηνευτικών µεταβλητών, οι οποίες για διαφόρους λόγους είναι τις 

περισσότερες φορές εκτός του ελέγχου του οικονοµολόγου (π.χ. περιορισµένη 

πρόσβαση σε δεδοµένα, αδυναµία µέτρησης κάποιων µεταβλητών κα.) και ως εκ 

τούτου, δεν έχουν συµπεριληφθεί στο υπόδειγµα. Ο κλάδος της Οικονοµικής 

Επιστήµης που ασχολείται µε την µέτρηση των οικονοµικών φαινοµένων καλείται 

Οικονοµετρία και είναι ένα ιδιαίτερα σηµαντικό κεφάλαιο στην βασική εκπαίδευση 

κάθε οικονοµολόγου και για τον λόγο αυτό η µελέτη της Οικονοµετρίας αποτελεί ένα 

αντικείµενο που τυγχάνει ιδιαίτερης µεταχείρισης από την πλευρά του προγράµµατος 

σπουδών των τµηµάτων Οικονοµικών Επιστηµών τόσο σε εθνικό όσο και σε 

παγκόσµιο επίπεδο. Έτσι λοιπόν, στα τµήµατα Οικονοµικών Επιστηµών από την µια 

πλευρά υπάρχει η προσέγγιση της Οικονοµετρίας η οποία προσφέρει µια 

παραµετρική (στοχαστική) προσέγγιση στην µελέτη των οικονοµικών φαινοµένων 

και από την άλλη πλευρά υπάρχει η προσέγγιση της Επιχειρησιακής Έρευνας (που 

βασίζεται στον Γραµµικό Προγραµµατισµό όπως έχουµε αναφέρει παραπάνω) η 

οποία είναι µη-παραµετρική καθώς δεν συµπεριλαµβάνει στο µαθηµατικό υπόδειγµα 



15 
 

κάποιον όρο διατάραξης και ως εκ τούτου, δεν γίνεται κάποια υπόθεση για τον τρόπο 

κατανοµής του. Στο σηµείο αυτό, αναδύεται µια βασική διαφορά µεταξύ των 

οικονοµετρικών και των µαθηµατικών υποδειγµάτων. Τα πρώτα, συµπεριλαµβάνουν 

έναν τυχαίο παράγοντα που αντιπροσωπεύει οτιδήποτε ενδεχοµένως να έχει επίδραση 

στο υπόδειγµα αλλά δεν έχει συµπεριληφθεί, ενώ τα δεύτερα, χωρίς να 

συµπεριλαµβάνουν κάποιον τυχαίο παράγοντα και µόνο µε την χρήση σχετικών 

µεταβλητών και ενός κανόνα συµπεριφοράς (µεγιστοποίηση ή ελαχιστοποίηση) 

προσπαθούν να βελτιστοποιήσουν µια αντικειµενική συνάρτηση. Τα µαθηµατικά 

υποδείγµατα συχνά καλούνται και ντετερµινιστικά (deterministic models). Χάρη σε 

αυτές τις δύο προσεγγίσεις, την παραµετρική και την µη-παραµετρική, οι υποψήφιοι 

οικονοµολόγοι µπορούν να αποκτήσουν µια σφαιρικότερη αντίληψη για τις 

διαστάσεις της ποσοτικής έρευνας καθώς οι δύο προσεγγίσεις που αναφέρθηκαν 

παραπάνω αν και εντελώς διαφορετικές στην βάση τους, µπορούν να προσφέρουν 

ιδιαίτερα χρήσιµες απαντήσεις στο πλαίσιο των εφαρµογών που µπορούν να 

εφαρµοστούν. 

 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2ο : Αρχές Γραμμικού Προγραμματισμού  
 

2.1 Εισαγωγή  

 

Ο γραµµικός προγραµµατισµός (linear programming) αποτελεί αναµφίβολα το 

δηµοφιλέστερο µοντέλο στο χώρο της επιχειρησιακής έρευνας αλλά και της 

διοικητικής επιστήµης ( management science) γενικότερα. Η µεγάλη επιτυχία που 

είχαν σε εφαρµογές του σε προβλήµατα λήψης αποφάσεων των ιδιωτικών και 

δηµόσιων επιχειρήσεων και οργανισµών αποδίδεται, από τη µια πλευρά στα 

επιτεύγµατα της έρευνας µαθηµατικών και οικονοµολόγων σε θεωρητικό επίπεδο και 

από την άλλη πλευρά στην επαναστατική ανέλιξη της πληροφορικής επιστήµης και 

τεχνολογίας. Κυριαρχεί σήµερα η αντίληψη ότι, τρεις στις τέσσερις εφαρµογές 

µοντέλων επιχειρησιακής έρευνας σε πραγµατικά προβλήµατα διοίκησης 

παραπέµπουν στο γραµµικό προγραµµατισµό (Γ.Π.). Ο Γ.Π. χρησιµοποιείται από 

τους επιχειρησιακούς ερευνητές ή τους αναλυτές προβληµάτων απόφασης για τη 
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προσέγγιση προβληµάτων κατανοµής περιορισµένων πόρων ή µέσων σε 

εναλλακτικές και ανταγωνιστικές µεταξύ τους δραστηριότητες κατά τον καλύτερο 

δυνατό τρόπο. Πρόκειται για το γνωστό πρόβληµα κατανοµής της ‘‘πίτας’’ (resource 

allocation problem). Προβλήµατα απόφασης αυτής της µορφής είναι, για παράδειγµα, 

η κατανοµή εργατικού δυναµικού, τεχνολογικού εξοπλισµού και πρώτων υλών σε 

διάφορες παραγωγικές διαδικασίες, η κατανοµή κεφαλαίου σε διάφορα επενδυτικά 

προγράµµατα, η ανάθεση σε περιορισµένο προσωπικό διαφόρων υπηρεσιών, η 

κατανοµή καλλιεργήσιµης γης σε διάφορες αγροτικές δραστηριότητες, κ.λπ. 

Επιδιωκόµενο αποτέλεσµα αυτών τον αποφάσεων (κριτήρια απόφασης) µπορεί να 

αφορά τη µεγιστοποίηση του συνολικού κέρδους από πωλήσεις, την ελαχιστοποίηση 

του συνολικού κίστους παραγωγής, τη µεγιστοποίηση της απασχόλησης, την 

ελαχιστοποίηση των αρνητικών επιπτώσεων στο περιβάλλον, κ.λπ.  

 

2.2 Ορισμός Γραμμικού προγραμματισμού 

 

Ο όρος γραµµικός χρησιµοποιείται γιατί όλες οι µαθηµατικές σχέσεις του 

προβλήµατος είναι γραµµικές. Γραµµική είναι η σχέση κατά την οποία, αν 

πολλαπλασιάσουµε π.χ. τον αριθµό των υπαλλήλων ( ή των µηχανών) µιας 

επιχείρησης µε έναν αριθµό η παραγωγή των αγαθών της επιχείρησης θα 

πολλαπλασιασθεί µε τον αριθµό αυτό. Αν θέλουµε να παραστήσουµε µε γεωµετρικό 

τρόπο τις παραπάνω γραµµικές σχέσεις θα έχουµε την εµφάνιση ευθειών γραµµών. Ο 

όρος προγραµµατισµός όπως χρησιµοποιείται στην Επιχειρησιακή Έρευνα δεν πρέπει 

να συγχέεται µε τον προγραµµατισµό ηλεκτρονικών υπολογιστών. Στην ποσοτική 

ανάλυση και στο επιστηµονικό management ο όρος προγραµµατισµός περιλαµβάνει 

την ανάπτυξη και την επίλυση µέσω µαθηµατικών µοντέλων, διάφορων 

επιχειρησιακών προβληµάτων. Ο ρόλος του ηλεκτρονικού υπολογιστή είναι πάντως 

πολύ σπουδαίος στην επίλυση προβληµάτων γραµµικού προγραµµατισµού αλλά και 

γενικότερα στην επίλυση προβληµάτων µε χρήση των µεθοδολογιών της 

Επιχειρησιακής Έρευνας. Πολλά από τα προβλήµατα γραµµικού προγραµµατισµού 

που προκύπτουν στην πράξη είναι τόσο πολύπλοκα που η επίλυσή τους είναι δυνατή 

µόνο µέσω ειδικών προγραµµάτων ηλεκτρονικού υπολογιστή. 
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2.3 Το πρόβλημα των περιορισμένων Πόρων 

 

Κάθε επιχειρηµατική δραστηριότητα, ανεξάρτητα από τον απαιτούµενο όγκο 

εργασίας ή από τη σπουδαιότητά της, απαιτεί για την υλοποίησή της λίγους ή 

περισσότερους πόρους. Αυτοί οι πόροι µπορούν να είναι πολλών ειδών ανάλογα µε 

τη φύση και τις ιδιαιτερότητες των δραστηριοτήτων των οποίων την πραγµατοποίηση 

εξυπηρετούν. Πολλές αποφάσεις που λαµβάνονται σε έναν οργανισµό ή σε µία 

επιχείρηση αφορούν την αποτελεσµατική αξιοποίηση και χρήση των πόρων της 

επιχείρησης. Ως πόροι µιας επιχείρησης εννοούνται ο µηχανικός εξοπλισµός της 

επιχείρησης, οι εργαζόµενοι, τα επενδεδυµένα κεφάλαια και τα κεφάλαια κίνησης, οι 

διαθέσιµοι χώροι της επιχείρησης, οι πρώτες ύλες και άλλα. Οι πόροι της επιχείρησης 

είναι δυνατόν να διατεθούν για την παραγωγή των προϊόντων (όπως οι πρώτες ύλες 

και ο εξοπλισµός ) ή υπηρεσιών (όπως ο χρόνος των εργαζοµένων ), τη διάθεση και 

διανοµή των προϊόντων, τη διαφήµιση και διάφορες επενδυτικές αποφάσεις της 

επιχείρησης ( π.χ. κεφάλαια). Οι σύγχρονες εξαιρετικά ανταγωνιστικές συνθήκες, η 

πολυπλοκότητα που χαρακτηρίζει τις περισσότερες επιχειρηµατικές κινήσεις, οι συνεχώς 

αυξανόµενες ανάγκες και πάνω από όλα η πρόνοια της ίδιας της φύσης έχουν καταστήσει 

τους κάθε είδους πόρους περιορισµένους. Πριν καν υλοποιηθεί ένα επιχειρησιακό σχέδιο, 

διαπιστώνεται ότι πολλά από τα µέσα είναι διαθέσιµα σε περιορισµένο βαθµό. Το 

γεγονός αυτό καθιστά ουσιώδες το πρόβληµα της ορθολογικής διαχείρισής τους, 

προκειµένου να επιτευχθεί το καλύτερο δυνατό αποτέλεσµα.  

 

 

2.4 Διατύπωση προβλημάτων Γραμμικού Προγραμματισμού 

 
Οι βασικές προϋποθέσεις που απαιτούνται για να παραστήσουµε ένα πρόβληµα µε 

µαθηµατικό µοντέλο Γραµµικού Προγραµµατισµού είναι οι εξής:  

1. Η γραµµικότητα: τόσο η αντικειµενική συνάρτηση όσο και οι περιορισµοί να 

είναι γραµµικής µορφής.  

2. Η προσθετικότητα: οι ποσότητες ενός µέσου παραγωγής που καταναλώνονται 

στις επιµέρους δραστηριότητες να µπορούν να προστεθούν.  

3. Η διαιρετικότητα: οι µεταβλητές των προβληµάτων του Γραµµικού 

Προγραµµατισµού να µπορούν να πάρουν όλες τις τιµές του συνόλου R+0.  
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4. Η ύπαρξη µίας µόνο αντικειµενικής συνάρτησης για την αξιολόγηση µιας 

στρατηγικής.  

 
5. Προσδιορισµένοι συντελεστές: όλοι οι συντελεστές ενός µοντέλου Γραµµικού 

Προγραµµατισµού θεωρούνται ως γνωστές σταθερές.  

 

Ο Γραµµικός Προγραµµατισµός είναι ένα χρήσιµο βοήθηµα για την αντιµετώπιση 

πολλών περίπλοκων προβληµάτων αποφάσεων. Η <<ποιότητα>> των αποφάσεων 

αυτών, όµως, εξαρτάται απόλυτα από την ακρίβεια της περιγραφής της κατάστασης 

που µελετάτε και από την καταλληλότητα των προϋποθέσεων ή απλουστεύσεων που 

επιβάλλει ο µελετητής, δηλαδή από την ακρίβεια της διατύπωσης του προβλήµατος. 

Όπως κάθε άλλο µαθηµατικό πρότυπο, έτσι και ο Γραµµικός Προγραµµατισµός είναι 

µια αφαίρεση µέσα από την οποία εντοπίζονται και αποµονώνονται οι παράγοντες 

εκείνοι που θεωρούνται πιο σηµαντικοί και που θα µας βοηθήσουν στην απόκτηση 

µιας λύσης. Έτσι, η διατύπωση ενός προβλήµατος απαιτεί µια πλήρη κατανόηση της 

πραγµατικής κατάστασης που µελετάται, τον εντοπισµό των σηµαντικών µεταβλητών 

και σχέσεων του προβλήµατος και την επακριβή µαθηµατική τους έκφραση µέσα από 

την αντικειµενική συνάρτηση σκοπού και τους περιορισµούς.  Κατά τη διάρκεια της 

διαδικασίας αυτής συνήθως πρέπει να γίνουν διάφορες απλουστεύσεις ή προσεγγίσεις 

της πραγµατικότητας είτε γιατί η πραγµατικότητα δεν είναι απόλυτα κατανοητή ή 

γνωστή, είτε γιατί η επακριβής µαθηµατική τους απεικόνιση περιπλέκει ιδιαίτερα την 

περιγραφή, και περιορίζει τη δυνατότητα εφικτής λύσης. Οι απλουστεύσεις αυτές 

επόµενο είναι να αποµακρύνουν τη λύση που θα αποκτήσουµε από την πραγµατική 

λύση του προβλήµατος. Ο εντοπισµός, λοιπόν, των κατάλληλων προσεγγίσεων για 

την απόκτηση µιας λύσης, αλλά, και η µετέπειτα εκτίµηση των επιδράσεων αυτών 

των προσεγγίσεων στα αποτελέσµατα είναι ουσιώδους σηµασίας στη χρήση του 

Γραµµικού Προγραµµατισµού.  Η ευρύτητα των εφαρµογών του Γραµµικού 

Προγραµµατισµού είναι στην κυριολεξία τεράστια. Η διαδικασία αντιµετώπισης 

προβληµάτων του Γραµµικού Προγραµµατισµού µπορεί να συνοψισθεί στα 

ακόλουθα βασικά βήµατα: 

 

• ∆ιαµόρφωση του προβλήµατος.  

• Κατάστρωση στη µορφή του πρότυπου µοντέλου.  

• ∆ιαδικασία επίλυσης.  
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• Ερµηνεία και αξιολόγηση των αποτελεσµάτων  

 

Η πρώτη, και ίσως και η πιο δύσκολη διαδικασία για την ορθή αντιµετώπιση ενός 

προβλήµατος Γραµµικού Προγραµµατισµού είναι η διαµόρφωσή του. Αυτή αποτελεί 

την αρχική ‘ εκ των ων ουκ άνευ’ διαδικασία και περιλαµβάνει µια σειρά από 

επιµέρους ενέργειες όπως: 

 
1. Η αναγνώριση των βασικών χαρακτηριστικών του συγκεκριµένου 

προβλήµατος και η διαπίστωση ( εφόσον βέβαια πληρούνται ορισµένες 

προϋποθέσεις) ότι είναι δυνατό να αντιµετωπιστεί µε εργαλείο το Γραµµικό 

Πρόβληµα.  

2. Η πλήρης και σε βάθος κατανόηση του προβλήµατος τόσο όσον αφορά στα 

υπάρχοντα δεδοµένα, όσο και στον τελικό αντικειµενικό στόχο 

(µεγιστοποίηση ή ελαχιστοποίηση κάποιου συγκεκριµένου κριτηρίου 

αποτελεσµατικότητας).  

 
3. Ο λεπτοµερής καθορισµός των µεταβλητών απόφασης.  

4.  Η πιστή αναπαράσταση της πραγµατικής κατάστασης µε τη σύνταξη των 

περιορισµών δοµής και της αντικειµενικής συνάρτησης.  

 

∆υστυχώς δεν υπάρχει η παραµικρή τυποποίηση στον τρόπο διαµόρφωσης των 

προβληµάτων του Γραµµικού Προγραµµατισµού. Κάθε πρόβληµα παρουσιάζει τις 

δικές του ιδιαιτερότητες σε σηµείο που να καθίσταται σχεδόν µοναδικό και ως εκ 

τούτου απαιτεί για την επίλυσή του µία ξεχωριστή διαµόρφωση. Εδώ όµως έγκειται 

το µεγάλο ενδιαφέρον που παρουσιάζει η διαµόρφωση προβληµάτων Γραµµικού 

Προγραµµατισµού όχι µόνο ως το πρώτο και σπουδαιότερο βήµα για την εφαρµογή 

της µεθοδολογίας επίλυσης, αλλά κυρίως ως µία διαδικασία που βασίζεται 

αποκλειστικά στη λογική και στην εµπειρία. Οι γνώσεις που χρησιµεύουν για την 

εµπεριστατωµένη αντιµετώπιση των προβληµάτων του Γραµµικού Προγραµµατισµού 

προέρχονται από όλους σχεδόν τους κλάδους των θετικών επιστηµών. Το µεγαλύτερο 

όµως «όπλο» αποτελεί η εµπειρία στη διαδικασία διαµόρφωσης που µπορεί να 

αποκτηθεί µόνο µε την επίλυση όσο το δυνατόν περισσότερων προβληµάτων. Το 

Γραµµικό Πρόβληµα είναι ένα πρόβληµα ελαχιστοποίησης ή µεγιστοποίησης 
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(βελτιστοποίησης) µιας γραµµικής συνάρτησης , οι άγνωστες µεταβλητές της οποίας 

υπόκεινται σε γραµµικούς περιορισµούς.  Η γενική µορφή του Γραµµικού 

Προβλήµατος µπορεί να διατυπωθεί όπως παρακάτω:  

 

Min (ή max) z = c1x1 + c2x2 + ……. + cΝxΝ  

Με τους περιορισµούς:  

a11x1 + a12x2 + …..+ a1ΝxΝ ≤ b1  

a21x1 + a22x2 + …...+ a2ΝxΝ ≤ b2  

. . . . . . . . .  

. . . . . . . . .  

. . . . . . . . .  

aΜ1x1 + aΜ2x2 +……+ amΝxΝ ≤ bΜ 

xj ≥ 0, ( j = 1,2,….., n)  

όπου: cJ, aIJ, bI E R ( I = 1,2,….., M και J = 1,2,……, N )  

και xJ είναι οι άγνωστες µεταβλητές του προβλήµατος που πρέπει να υπολογιστούν 

ώστε η συνάρτηση z να λάβει την ελάχιστη ή την µέγιστη τιµή της αντίστοιχα και να 

ικανοποιούνται οι περιορισµοί του προβλήµατος. Οι µεταβλητές xj ονοµάζονται 

µεταβλητές απόφασης και η µεταβλητή z ονοµάζεται αντικειµενική συνάρτηση. Οι 

περιορισµοί xj > 0 ονοµάζονται φυσικοί περιορισµοί ή περιορισµοί µη αρνητικότητας 

αφού οι µεταβλητές απόφασης εκφράζουν στην πράξη φυσικές ποσότητες. Οι 

υπόλοιποι περιορισµοί ονοµάζονται τεχνολογικοί επειδή προκύπτουν από το ίδιο το 

πρόβληµα. Οι πιο γνωστές µορφές του Γραµµικού Προβλήµατος είναι:  

• Κανονική ή ανισοτική µορφή, όπου όλοι οι τεχνολογικοί περιορισµοί είναι 

ανισοτικοί, δηλαδή < ή >.  

• Τυποποιηµένη ή ισοτική µορφή, όπου όλοι οι τεχνολογικοί περιορισµοί είναι 

ισοτικοί.  

 

 

2.5  Χαρακτηριστικά  Προβλημάτων  Γραμμικού  Προγραμματισμού 
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Όλα τα προβλήµατα Γραµµικού Προγραµµατισµού αποβλέπουν στη µεγιστοποίηση 

του κέρδους ή ελαχιστοποίηση του κόστους αντίστοιχα. Το κέρδος ή το κόστος 

δίνεται από µια γραµµική συνάρτηση των µεταβλητών του προβλήµατος η οποία 

αποκαλείται αντικειµενική συνάρτηση. Κάθε πρόβληµα Γραµµικού 

Προγραµµατισµού περιλαµβάνει µια σειρά µεταβλητών που αντιπροσωπεύουν τις 

ποσότητες που πρέπει να προσδιορισθούν µέσω της επίλυσης του προβλήµατος ώστε 

να επιτευχθεί η µεγιστοποίηση ή η ελαχιστοποίηση  της αντικειµενικής συνάρτησης. 

Σε όλα τα προβλήµατα Γραµµικού Προγραµµατισµού υπάρχουν περιορισµοί οι 

οποίοι περιορίζουν τη δυνατότητα της απεριόριστης αύξησης της τιµής της 

αντικειµενικής συνάρτησης (δηλαδή του κέρδους). Όταν πρόκειται για  

ελαχιστοποίηση του κόστους οι περιορισµοί του προβλήµατος περιορίζουν το βαθµό 

στον οποίο η ελάττωση του κόστους είναι εφικτή.  Σε όλα τα προβλήµατα Γραµµικού 

Προγραµµατισµού υπάρχουν εναλλακτικές λύσεις, εκ των οποίων θα επιλεγεί η 

βέλτιστη. Για παράδειγµα αν µια επιχείρηση παράγει τρία προϊόντα θα µπορούσε να 

αφιερώσει όλο της το δυναµικό στην παραγωγή ενός προϊόντος ή να το µοιράσει 

µεταξύ δύο προϊόντων ή µεταξύ όλων. Αυτό θα µπορούσε να γίνει µε διαφορετικές 

αναλογίες. Βασικός σκοπός του Γραµµικού Προγραµµατισµού είναι η επιλογή της 

βέλτιστης λύσης. Επίσης, για την εφαρµογή της µεθοδολογίας του Γραµµικού 

Προγραµµατισµού απαιτούνται ορισµένες παραδοχές. Κατ’αρχήν υποθέτουµε ότι οι 

συντελεστές των περιορισµών καθώς και οι συντελεστές της αντικειµενικής 

συνάρτησης είναι σταθεροί και δεν υπόκεινται σε τυχαίες διακυµάνσεις.  Υποθέτουµε 

επίσης ότι η παραγωγή είναι συνεχής. ∆ηλαδή είναι δυνατή η παραγωγή 

οποιασδήποτε ποσότητας ακέραιας ή κλασµατικής. Επίσης υποθέτουµε πως οι 

παραπάνω συντελεστές ισχύουν αναλογικά και όχι αθροιστικά. Π.χ. αν για την 

παραγωγή µιας µονάδος απαιτούνται 3 ώρες οι 20 µονάδες απαιτούν 60 ώρες. 

Επίσης, αν για µια µονάδα προϊόντος απαιτούνται 4 ώρες εργασίας και µια µονάδα 

ενός άλλου προϊόντος απαιτούνται 3 ώρες, τότε για να παράγουµε µια µονάδα από 

κάθε προιόν θα χρειασθούµε 7 ώρες.  ∆ηλαδή, οι περιορισµοί του προβλήµατος είναι 

γραµµικοί. 

 

 

2.6 Επίλυση Προβλήματος Γραμμικού Προγραμματισμού 
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Στη συνέχεια δίνονται µερικές πολύ βασικές έννοιες που αφορούν την επίλυση των 

γραµµικών προβληµάτων.  

1. Εφικτά σηµεία ή εφικτές λύσεις ονοµάζονται τα σηµεία ( ή οι λύσεις) που 

ικανοποιούν όλους τους περιορισµούς του γραµµικού προβλήµατος.  

2. Εφικτή περιοχή είναι το σύνολο (F) των εφικτών σηµείων ( ή λύσεων).  

3. Βέλτιστο σηµείο ή βέλτιστη λύση είναι το εφικτό σηµείο (λύση) του γραµµικού 

προβλήµατος ( x ε F) για το οποίο ισχύει  

cT x ≤ cT y για κάθε y ε F για min γραµµικό πρόβληµα  

cT x ≥ cT y για κάθε y ε F για max γραµµικό πρόβληµα.  

4. Βέλτιστη τιµή είναι η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης που αντιστοιχεί στη 

βέλτιστη λύση του γραµµικού προβλήµατος.  

 
5. Απεριόριστο είναι ένα εφικτό πρόβληµα για το οποίο υπάρχει ακολουθία χ1ο, 

χ2ο,… εφικτών σηµείων για τα οποία οι αντίστοιχες αντικειµενικές τιµές 

τείνουν στο –∞ (+∞) για προβλήµατα min (max).  

 

Σύµφωνα µε το Θεµελιώδες Θεώρηµα του Γραµµικού Προγραµµατισµού ένα 

γραµµικό πρόβληµα είναι αδύνατο ή εφικτό. Αν είναι εφικτό τότε είναι βέλτιστο ή 

απεριόριστο. Εποµένως για κάθε γραµµικό πρόβληµα µπορούµε να προσδιορίσουµε 

την κατηγορία του µε κριτήριο ‘τη δυνατότητα επίλυσής του’, σε µορφή 

ψευδοκώδικα, όπως φαίνεται παρακάτω :  

 

Αν (F = Ø) τότε  

το γραµµικό πρόβληµα είναι αδύνατο  

αλλιώς  

το γραµµικό πρόβληµα είναι εφικτό  

αν ( Э βέλτιστη τιµή ) τότε  

το γραµµικό πρόβληµα είναι βέλτιστο  

αλλιώς  

το γραµµικό πρόβληµα είναι απεριόριστο 

 

Λύση ενός γραµµικού προβλήµατος είναι ο προσδιορισµός της κατηγορίας του, 

δηλαδή αν είναι αδύνατο, βέλτιστο ή απεριόριστο. Επιπλέον αν είναι βέλτιστο πρέπει 
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να προσδιοριστεί τουλάχιστον ένα βέλτιστο σηµείο του. Εποµένως ο Γραµµικός 

Προγραµµατισµός κατασκευάζει µεθόδους επίλυσης (αλγόριθµους) που υπολογίζουν 

τουλάχιστον ένα βέλτιστο σηµείο. 

 

 

2.7 Μορφές Π.Γ.Π 

 

Για την επίλυση ενός προβλήµατος Γραµµικού Προγραµµατισµού θα πρέπει αυτό να 

είναι σε τυποποιηµένη µορφή.  Αυτό σηµαίνει ότι : όλοι οι περιορισµοί του 

προβλήµατος να είναι σε µορφή ισότητας, όλες οι µεταβλητές να είναι θετικές και το 

πρόβληµα να είναι του τύπου max z. Ο µετασχηµατισµός των τεχνολογικών 

περιορισµών από ανισότητες σε ισότητες γίνεται µε την πρόσθεση ή αφαίρεση 

µεταβλητών που ονοµάζονται χαλαρές µεταβλητές στο αριστερό µέλος των 

ανισοτήτων. Σε περίπτωση που ένας περιορισµός είναι ανισότητα της µορφής ≤ 

(µικρότερο ή ίσο), τότε προστίθεται στο αριστερό µέλος του περιορισµού µια µη 

αρνητική µεταβλητή η οποία ονοµάζεται ελλειµµατική χαλαρή µεταβλητή. Για 

παράδειγµα αν δίνεται ο παρακάτω ανισοτικός περιορισµός :  

                         x1 – 2x2 + x3 + 3x4 ≤ 8 

τότε µετά την προσθήκη της χαλαρής µεταβλητής x5 ≥ 0 προκύπτει ο αντίστοιχος 

ισοτικός περιορισµός: 

                        x1 – 2x2 + x3 + 3x4 + x5 = 8 

Σε περίπτωση που ένας περιορισµός είναι ανισοτικός της µορφής ≥ (µεγαλύτερο ή 

ίσο), τότε αφαιρείται από το αριστερό µέλος του περιορισµού µια µη αρνητική 

µεταβλητή η οποία ονοµάζεται πλεονασµατική χαλαρή µεταβλητή. Για παράδειγµα 

αν δίνεται ο παρακάτω ανισοτικός περιορισµός : 

                         2x1 + x2 – x3 + x4 ≥ 4 

τότε µετά την αφαίρεση της χαλαρής µεταβλητής x6 ≥ 0 προκύπτει ο αντίστοιχος 

ισοτικός περιορισµός :  

                        2x1 + x2 – x3 + 2x4 – x6 = 4 
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Και τις πλεονάζουσες αλλά και τις ελλειµµατικές χαλαρές µεταβλητές θα τις καλούµε 

από δω και στο εξής χαλαρές µεταβλητές. 

Ο µετασχηµατισµός των τεχνολογικών περιορισµών από ισότητες σε ανισότητες 

γίνεται µε τη µετατροπή κάθε ισοτικού περιορισµού µε δύο ανισοτικούς 

περιορισµούς, δηλαδή αν δίνεται ο παρακάτω ισοτικός περιορισµός : 

                        x1 + x2 – x3 + 2x4 – x5 = 4 

τότε προκύπτουν οι επόµενοι δύο ανισοτικοί περιορισµοί 

 

                         x1 + x2 – x3 + 2x4 – x5 ≥ 4  

                         x1 + x2 – x3 + 2x4 – x5 ≤ 4. 

Ο παραπάνω µετασχηµατισµός όµως έχει ως αποτέλεσµα την αύξηση του πλήθους 

των περιορισµών του προβλήµατος µε συνέπεια να προκύπτει ένα σηµαντικό 

υπολογιστικό µειονέκτηµα από αυτή την µετατροπή. Γι’αυτό καταφεύγουµε στην 

εξής λύση. Επειδή x1 ≥ 0 λύνουµε ένα ισοτικό περιορισµό ως προς x1 και αφαιρούµε 

τη µεταβλητή x1 από την αντικειµενική συνάρτηση και από όλους τους περιορισµούς 

του προβλήµατος. Η ενέργεια αυτή πραγµατοποιείται για κάθε ισοτικό περιορισµό 

του γραµµικού προβλήµατος. Για παράδειγµα ο παρακάτω ισοτικός περιορισµός : 

                          x1 – x2 + x3 – 2x4 = 5, 

αν λυθεί ως προς x1 γίνεται : 

                              x1 = x2 – x3 + 2x4 + 5 

και επειδή x1 ≥ 0 έχουµε : 

                           x2 – x3 + 2x4 ≥ -5. 

Έτσι προκύπτει ένα γραµµικό πρόβληµα µε περιορισµούς σε ανισοτική µορφή και µε 

λιγότερες µεταβλητές απόφασης.  Επίσης πρέπει να τονισθεί και είναι γνωστό από τα 

µαθηµατικά ότι οποιοσδήποτε ανισοτικός περιορισµός ≤ ή ≥ µπόρει να 

µετασχηµατιστεί σε ≥ ή ≤ αντίστοιχα αν πολλαπλασιάσουµε µε -1 και τα δύο µέλη 

του περιορισµού.  Συµπερασµατικά είναι απαραίτητο να αναφερθεί ότι οι παραπάνω 

µετασχηµατισµοί είναι γνωστοί ως µετασχηµατισµοί ισοδυναµίας και ως εκ’ τούτου 
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αν το αρχικό γραµµικό πρόβληµα είναι αδύνατο ή βέλτιστο ή απεριόριστο τότε και το 

αντίστοιχο γραµµικό πρόβληµα που προκύπτει από το µετασχηµατισµό θα είναι 

αντίστοιχα αδύνατο ή βέλτιστο ή απεριόριστο. 

 

 

 

 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3ο : H Μέθοδος SIMPLEX 
 

3.1 Εισαγωγή  

 

Η επίλυση ενός προβλήµατος µε µόνο δύο µεταβλητές γίνεται µε τη βοήθεια της 

γραφικής µεθόδου όπου αφού ορίσουµε την περιοχή των εφικτών λύσεων, 

προσπαθούµε να βρούµε ποιο από τα ακραία σηµεία της περιοχής των εφικτών 

λύσεων δίνει το µεγαλύτερο κέρδος. Η γραφική προσέγγιση µας δίνει την ευκαιρία να 

κατανοήσουµε τις βασικές αρχές των προβληµάτων του Γραµµικού 

Προγραµµατισµού. Σε πραγµατικές όµως εφαρµογές του Γραµµικού 

Προγραµµατισµού ο αριθµός των µεταβλητών είναι πολύ µεγαλύτερος από δύο 

µεταβλητές και εποµένως η γραφική προσέγγιση επίλυσης δεν είναι δυνατό να 

χρησιµοποιηθεί.  Σε πραγµατικές εφαρµογές ο αριθµός των µεταβλητών και των 

περιορισµών των προβληµάτων Γραµµικού Προγραµµατισµού ανέρχεται σε δεκάδες, 

εκατοντάδες και µερικές φορές ακόµα και σε χιλιάδες. Χρειαζόµαστε εποµένως µια 

συστηµατική µέθοδο επίλυσης των προβληµάτων Γραµµικού Προγραµµατισµού η 

οποία να είναι δυνατόν να υλοποιηθεί µέσω καταλλήλων προγραµµάτων 

ηλεκτρονικού υπολογιστή για την επίλυση προβληµάτων Γραµµικού 

Προγραµµατισµού οποιουδήποτε µεγέθους. Η συστηµατική αυτή µέθοδος ονοµάζεται 

µέθοδος Simplex. Ποια είναι η προσέγγιση που ακολουθεί η µέθοδος Simplex; Σε 

βασικές γραµµές είναι ανάλογη µε την προσέγγιση που ακολουθούµε στη γραφική 

µέθοδο όπου εκεί εξετάζουµε όλα τα ακραία σηµεία της περιοχής των εφικτών 

λύσεων. Η µεγιστοποίηση της αντικειµενικής συνάρτησης είναι δυνατόν να 

επιτευχθεί µόνο στα ακραία σηµεία της περιοχής των εφικτών λύσεων. Η µέθοδος 
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Simplex εξετάζει την τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης µόνο στα ακραία σηµεία 

της περιοχής των εφικτών λύσεων, µε ένα συστηµατικό αλγεβρικό τρόπο.Η διαδοχική 

εξέταση των ακραίων σηµείων γίνεται µε έναν επαναληπτικό τρόπο, δηλαδή, µε το να 

επαναλαµβάνεται το ίδιο σύνολο των διαδικασιών και αλγεβρικών πράξεων σε 

διαδοχικά βήµατα έως ότου επιτύχουµε να εντοπίσουµε τη βέλτιστη λύση. Κάθε 

βήµα της µεθόδου Simplex αντιστοιχεί στην επιλογή ενό ςακραίου σηµείου της 

περιοχής των εφικτών λύσεων. Σε κάθε νέο βήµα το επόµενο ακραίο σηµείο της 

περιοχής των εφικτών λύσεων επιλέγεται µε τέτοιο τρόπο ώστε η τιµή της 

αντικειµενικής συνάρτησης να αυξάνεται (ή αντίστοιχα µειώνεται αν η αντικειµενική 

συνάρτηση αφορά την ελαχιστοποίηση του κόστους) και εποµένως σταδιακά 

πλησιάζουµε προς τη βέλτιστη λύση. Η µέθοδος Simplex εκτός από τον 

προσδιορισµό της βέλτιστης λύσης, δηλαδή τις τιµές των µεταβλητών και το 

αντίστοιχο βέλτιστο κέρδος ή κόστος, µας παρέχει επίσης πλήθος άλλων 

πληροφοριών οικονοµικής φύσεως τις οποίες δεν είναι δυνατόν να παράγουµε µε 

άλλο τρόπο. 

 

3.2 Μαθηματικό πρότυπο της Μεθόδου Simplex 

 

Ένα σηµαντικό πλεονέκτηµα της µεθόδου Simplex – πέρα από το µικρό αριθµό 

επαναληπτικών βηµάτων που απαιτούνται – είναι η δυνατότητα πλήρους 

τυποποίησής της σε τέτοιο βαθµό, ώστε να καθίσταται εύκολη τόσο η 

αποµνηµόνευσή της για την εκτέλεσή της µε χαρτί και µολύβι, όσο και η σύνταξη 

ενός προγράµµατος Η/Υ , ο οποίος αποτελεί πλέον το συνηθέστερο µέσο επίλυσης 

προβληµάτων Γραµµικού Προγραµµατισµού. Πριν ωστόσο την εκτέλεση αυτής 

καθαυτής της κυρίως µεθοδολογίας της Simplex είναι απαραίτητη η διεξαγωγή 

ορισµένων προκαταρκτικών ενεργειών, οι οποίες ουσιαστικά µετατρέπουν τη 

γραφική µέθοδο σε µια εύχρηστη καθαρά υπολογιστική διαδικασία. Η 

προπαρασκευαστική αυτή οργάνωση του µαθηµατικού προτύπου του Γραµµικού 

Προγραµµατισµού µπορεί να συνοψισθεί στα ακόλουθα στάδια:  

1. Μετατροπή της αντικειµενικής συνάρτησης και των περιορισµών δοµής και 

µη αρνητικότητας στη µορφή που υπαγορεύει το µέλλον του Γραµµικού 

Προγραµµατισµού.  
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2. Αλλαγή της φοράς της ανισότητας όσων περιορισµών δοµής απαιτείται, έτσι 

ώστε τα δεξιά µέλη όλων των περιορισµών να είναι µη αρνητικοί αριθµοί.  

Εποµένως αν το δεξιό µέλος ενός περιορισµού είναι αρνητικό χρειάζεται η             

αλλαγή των πρόσηµων και της φοράς της αντίστοιχης ανισότητας 

(πολλαπλασιάζοντας και τα δύο µέλη της µε -1 ). 

3. Μετατροπή των περιορισµών δοµής που αποτελούν ανισότητες ή 

ανισοησότητες σε ισοδύναµες ισότητες. Αυτό επιτυγχάνεται µε τη προσθήκη ( 

πρόσθεση αν η φορά της ανισότητας είναι < ή ≤ ή αφαίρεση αν η φορά είναι 

της µορφής > ή ≥ ) νέων µη αρνητικών µεταβλητών, οι οποίες λέγονται 

ψευδοµεταβλητές. Για παράδειγµα στο περιορισµό δοµής : 

                                                    3x1 – 5x2 + 2x3 ≤ 13  

χρειάζεται η πρόσθεση της ψευδοµεταβλητής x4, εποµένως αυτός να 

µετατραπεί στην ισότητα   :     

                                                    3x1 – 5x2 + 2x3+x4 = 13 

            Με τον ίδιο τρόπο ο περιορισµός :  

                                                     4x1 + x2 - 7x3 > 8 

            αφαιρώντας τη ψευδοµεταβλητή x5 µετατρέπεται στην ισότητα : 

                                                    4x1 + x2 – 7x3 – x5 = 8. 

Εξυπακούεται ότι και στις δύο παραπάνω περιπτώσεις οι µεταβλητές x4 και x5  

δεν περιλαµβάνονται στις αρχικές µεταβλητές απόφασης του αντίστοιχου 

προτύπου.   

   

4. ∆ηµιουργία στο αριστερό τµήµα του πίνακα των περιορισµών δοµής ενός 

µοναδιαίου πίνακα µε τη πρόσθεση κατάλληλου αριθµού νέων µη αρνητικών 

µεταβλητών, οι οποίες ονοµάζονται τεχνητές µεταβλητές. Μοναδιαίος 

πίνακας είναι ένας τετραγωνικός πίνακας, του οποίου τα στοιχεία της κύριας 

διαγωνίου ισούνται µε τη µονάδα ενώ όλα τα υπόλοιπα στοιχεία του ισούνται 

µε µηδέν. Για την ορθή εφαρµογή της µεθόδου Simplex απαιτείται η 

δηµιουργία στο αριστερό µέλος του συνόλου των περιορισµών δοµής ενός 

πλήρους µοναδιαίου πίνακα. Οι στήλες του επιτρέπουν να είναι διατεταγµένες 

σε οποιαδήποτε σειρά µεταξύ τους. Όπως είναι φανερό, υπάρχει πιθανότητα 

µία ή περισσότερες από τις στήλες του επιθυµητού µοναδιαίου πίνακα να 

προϋπάρχουν προερχόµενες είτε από τις αρχικές µεταβλητές απόφασης είτε 
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από τις ψευδοµεταβλητές που προστέθηκαν στους περιορισµούς στο 

προηγούµενο στάδιο της οργάνωσης του µαθηµατικού προτύπου. Εποµένως ο 

αριθµός των τεχνητών µεταβλητών που πρέπει να προστεθούν ποικίλλει 

ανάλογα µε τη φορά και τη φύση των περιορισµών, πάντως είναι σχεδόν 

πάντα σηµαντικά µικρότερος από το πλήθος των γραµµών του απαιτούµενου 

µοναδιαίου πίνακα. 

 

Ο τρόπος δηµιουργίας του µοναδιαίου πίνακα γίνεται περισσότερο σαφής και 

κατανοητός από το ακόλουθο παράδειγµα:  

                                max Z = 2x1 – 3x2  

µε τους περιορισµούς δοµής  

                                  7x1        < 80 (1)  

                                  2x1-3x2 < 20 (2)  

                                  6x1+5x2 = 45 (3)  

και τους περιορισµούς µη αρνητικότητας x1,x2≥0 

 

Στους περιορισµούς (1) και (2) προστίθενται οι ψευδοµεταβλητές x3 και x4 

αντίστοιχα, οπότε το σύστηµα των περιορισµών καθίσταται: 

                        7x1            + x3             = 80 

                        2x1 – 3x2         + x4      = 20 

                        6x1 –5x2                       = 45 

και τους περιορισµούς µη αρνητικότητας x1,x2,x3,x4,x5≥0    όπου x1,x2 οι 

µεταβλητές απόφασης x3,x4 οι ψευδοµεταβλητές και x5 η τεχνητή µεταβλητή. Ο 

µοναδιαίος πίνακας έχει σχηµατισθεί στις τρεις τελευταίες στήλες του πίνακα των 

περιορισµών δοµής. 

 

 

 

3.3 Μαθηματικές αρχές της μεθόδου Simplex 

 

Η µέθοδος Simplex είναι µια κλασική αλγεβρική επαναληπτική διαδικασία, κατά την 

εφαρµογή της οποίας δεν απαιτούνται από το χρήστη ιδιαίτερες θεωρητικές γνώσεις. 

Ωστόσο η γνώση των βασικών αρχών από τις οποίες διέπεται είναι απαραίτητη, τόσο 
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σε αυτή καθαυτή την ερµηνεία και κατανόησή της, όσο και στην κριτική αξιολόγηση 

των αποτελεσµάτων της καθώς και στην κατανόηση της έννοιας και της σηµασίας της 

ανάλυσης ευαισθησίας των προβληµάτων του Γραµµικού Προγραµµατισµού. Οι 

σπουδαιότεροι ορισµοί και αρχές, από τις οποίες διέπεται η µέθοδος Simplex είναι οι 

ακόλουθοι: 

� Επαυξηµένη λύση είναι µια λύση του προβλήµατος µε τους περιορισµούς 

στη µορφή των αρχικών ανισοτήτων, η οποία έχει προσαυξηθεί µε τις 

αντίστοιχες τιµές των ψευδοµεταβλητών έτσι ώστε οι περιορισµοί να πάρουν 

τη µορφή εξισώσεων. Η επαυξηµένη λύση περιέχει n + m µεταβλητές. 

 

� Βασική λύση είναι µια ‘επαυξηµένη’ ακραία λύση.  Κάθε βασική λύση 

περιέχει συνολικά m + n µεταβλητές. Από αυτές οι n µεταβλητές 

ονοµάζονται µη βασικές µεταβλητές και είναι ίσες µε µηδέν. Οι τιµές των 

υπολοίπων m µεταβλητών, οι οποίες ονοµάζονται βασικές µεταβλητές, 

αποτελούν τη συµβιβαστή λύση του συστήµατος των m εξισώσεων του 

προβλήµατος µε όλους τους περιορισµούς σε µορφή εξισώσεων, αφού τεθούν 

οι µη βασικές µεταβλητές ίσες µε µηδέν. Αυτή η βασική λύση είναι η 

επαυξηµένη ακραία λύση. Οι n εξισώσεις που την προσδιορίζουν είναι αυτές 

που καθορίζονται από τις αντίστοιχες µεταβλητές. 

 

 

� Βασική δυνατή λύση είναι µια επαυξηµένη ακραία δυνατή λύση. Βασική 

δυνατή λύση είναι µια βασική λύση, η οποία ικανοποιεί το σύστηµα των 

εξισώσεων που σχηµατίζουν οι περιορισµοί ( όταν αυτοί µετατραπούν σε 

ισότητες) και ταυτόχρονα όλες της οι m βασικές µεταβλητές είναι µη 

αρνητικές. Μια βασική δυνατή λύση ονοµάζεται εκφυλισµένη, όταν έστω και 

µια από αυτές τις m µεταβλητές είναι ίση µε µηδέν. 

 

3.4 Παράδειγμα Γραμμικού Προγραμματισμού με τη μέθοδο Simplex 

 

Πρόβληµα  
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Μια επιχείρηση παράγει έπιπλα τραπέζια και καρέκλες.. Για την δηµιουργία ενός 

τραπεζιού χρειάζεται 8 ώρες στο ξυλουργείο και 4 ώρες στο βαφείο ενώ για την 

παρασκευή µίας καρέκλας απαιτούνται 8 ώρες στο ξυλουργείο και 2 ώρες στο 

βαφείο. Τα µηνιαία κέρδη της επιχείρησης από τα τραπέζια είναι 14.000 ευρώ ενώ για 

τις καρέκλες είναι 10.000 ευρώ. Η επιχείρηση µπορεί και διαθέτει 960 ώρες 

ξυλουργείο και 400 ώρες βαφείου.  

Λύση 

Έχουµε:  

Χ1 = ο αριθµός τραπεζιών που θα παραχθούν 

Χ2 = ο αριθµός καρεκλών που θα παραχθούν 

Μεγιστοποίηση συνολικού κέρδους : 14000Χ1 + 10000Χ2 

Με περιορισµούς : 8Χ1 + 8Χ2 ≤ 960       περιορισµός στο ξυλουργείο 

                               4Χ1 + 2Χ2 ≤ 400       περιορισµός στο βαφείο 

                                  Χ1,Χ2 ≥ 0 

 

3.4.1 Μετατροπή ανισοτήτων σε ισότητες 

 

Το πρώτο βήµα της µεθόδου Simplex επιβάλει τη µετατροπή όλων των περιορισµών 

που διατυπώνονται µε ανισότητες σε ισότητες. Η µετατροπή αυτή επιτυγχάνεται µε 

τη χρήση µεταβλητών περιθωρίου. Οι µεταβλητές περιθωρίου αντιπροσωπεύουν 

αχρησιµοποίητους πόρους στη διαδικασία µεγιστοποίησης του κέρδους. Στην 

περίπτωση του παραδείγµατος που εξετάζουµε ορίζουµε δύο µεταβλητές περιθωρίου, 

µία για κάθε περιορισµό, ως εξής : 

S1 = Ώρες ξυλουργείου που δεν θα χρησιµοποιηθούν στην παραγωγή τραπεζιών και 

καρεκλών 

S2 = Ώρες βαφείου που δεν θα χρησιµοποιηθούν. 
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Για παράδειγµα αν παράγουµε 70 τραπέζια και 40 καρέκλες, οι ώρες ξυλουργείου 

που απαιτούνται είναι 8*70+8*40=880. Σε αυτή τη περίπτωση η τιµή της µεταβλητής 

S1 είναι 80 ώρες, δηλαδή 960 διαθέσιµες ώρες – 880 που θα χρησιµοποιηθούν. Ο 

όρος µεταβλητές περιθωρίου έχει την έννοια ότι οι τιµές αυτών των µεταβλητών 

συµβολίζουν τη διαφορά µεταξύ της αριστερής πλευρά στης ανισότητας 

(απαιτούµενη ποσότητα) και της αντίστοιχης δεξιάς πλευράς (διαθέσιµη ποσότητα). 

Στην περίπτωση που χρησιµοποιούνται όλοι οι διαθέσιµοι πόροι ενός περιορισµού 

τότε η αντίστοιχη µεταβλητή περιθωρίου έχει τη τιµή µηδέν. 

Οι περιορισµοί του προβλήµατος µε την προσθήκη των µεταβλητών περιθωρίου 

γράφονται ως εξής : 

               8Χ1 + 8χ2 + S1 = 960         Περιορισµός στο ξυλουργείο 

              4Χ1 + 2Χ2 + S2 = 400         Περιορισµός στο βαφείο 

ή αν θέλουµε να συµπεριλάβουµε όλες τις µεταβλητές σε όλους τους περιορισµούς 

έχουµε : 

            8Χ1 + 8Χ2 + 1S1 + 0S2 = 960       Περιορισµός στο ξυλουργείο 

           4Χ1 + 2Χ2 + 0S1 + 1S2 = 400        Περιορισµός στο βαφείο 

Οι µεταβλητές περιθωρίου δεν συνεισφέρουν στο κέρδος της επιχείρησης, εποµένως 

µπορούµε να τις συµπεριλάβουµε στην αντικειµενική συνάρτηση µε αντίστοιχους 

συντελεστές κέρδους µηδέν. Εποµένως, η αντικειµενική συνάρτηση µετά την 

προσθήκη και των µεταβλητών περιθωρίου γράφεται ως εξής : 

           Μεγιστοποίηση             14.000 Χ1 + 10.000 Χ2 + 0S1 + 1S2 

Οι πραγµατικές µεταβλητές Χ1, Χ2 αντιπροσωπεύουν ποσότητες παραγωγής των δύο 

προϊόντων, ενώ οι µεταβλητές περιθωρίου S1, S2 ώρες παραγωγής που δεν 

απορροφούνται στη παραγωγή των ποσοτήτων Χ1 και Χ2. 

 

3.4.2  Αλγεβρικός Προσδιορισμός Λύσεων Γραμμικού Προγραμματισμού 
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Ας εξετάσουµε τους περιορισµούς του προβλήµατος όπως διαµορφώθηκε µετά την 

προσθήκη των µεταβλητών περιθωρίου. Έχουµε λοιπόν, ένα σύστηµα δύο εξισώσεων 

µε τέσσερις µεταβλητές. Εφ’ όσον ο αριθµός των εξισώσεων είναι µικρότερος από 

τον αριθµό των αγνώστων, υπάρχουν πολλές λύσεις του συστήµατος. Ένας απλός 

τρόπος εύρεσης λύσεων είναι να θέσουµε 2 από τις µεταβλητές ίσες µε µηδέν και να 

λύσουµε το αλγεβρικό σύστηµα που προκύπτει των 2 άλλων µεταβλητών µε 2 

εξισώσεις για να προσδιορίσουµε τις τιµές τους. Μια εύκολη λύση είναι να θέσουµε 

τις µεταβλητές Χ1=0 και Χ2=0. Η λύση που προκύπτει σα αυτήν την περίπτωση είναι 

S1=960 και S2=400. Είναι ευνόητο ότι η λύση αυτή δεν είναι ιδιαίτερα ελκυστική 

διότι αντιπροσωπεύει την παραγωγή 0 τεµαχίων από τραπέζια και καρέκλες. Με 

µηδενική παραγωγή κανένα από τις διαθέσιµες ώρες παραγωγής δεν 

χρησιµοποιούνται. Γι’ αυτό εποµένως οι τιµές των µεταβλητών περιθωρίου είναι 

S1=960 ώρες και S2=400ώρες ίσες δηλαδή µε τις αρχικές διαθέσιµες ώρες 

παραγωγής. Η µέθοδος Simplex όπως προαναφέρανε είναι µια επαναληπτική µέθοδος 

η οποία επαναλαµβάνει τα ίδια βήµατα έως ότου προσδιορίσουµε τη βέλτιστη λύση. 

Σε κάθε βήµα της µεθόδου Simplex παίρνουµε µια νέα εφικτή λύση που είναι 

καλύτερη από την προηγούµενη. Σαν αρχική λύση της µεθόδου Simplex 

χρησιµοποιούµε την Χ1=0 και Χ2=0, S1=960 και S2=400. Η συγκεκριµένη λύση 

είναι η λύση που µπορούµε να παράγουµε εύκολα για οποιοδήποτε πρόβληµα 

Γραµµικού Προγραµµατισµού. Η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης που 

αντιστοιχεί στην αρχική αυτή λύση είναι προφανώς 0. Αν τοποθετήσουµε τους 

συντελεστές των µεταβλητών των 2 περιορισµών και της αντικειµενικής συνάρτησης 

σε ένα πίνακα θα έχουµε το εξής αποτέλεσµα: 

Αρχικός Πίνακας Simplex 
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Κάθε πίνακας Simplex αντιστοιχεί σε µία εφικτή λύση του προβλήµατος. Ο αρχικός 

πίνακας Simplex αντιστοιχεί στη λύση S1=960 και S2=400 και εποµένως Χ1=0 και 

Χ2=0.  Όπως παρατηρούµε ο πίνακας Simplex εκτός των συντελεστών µεταβλητών 

στην αντικειµενική συνάρτηση και τους περιορισµούς του προβλήµατος, 

περιλαµβάνει και κάποιες άλλες πληροφορίες, όπως η στήλη που γράφει “ βασικές 

µεταβλητές’’ και οι σειρές Zj και Cj-Ζj. Οι επιπλέον αυτές πληροφορίες είναι 

απαραίτητες για την εφαρµογή της µεθόδου Simplex. 

 

3.4.3  Βασικές μεταβλητές και μη βασικές 

 

Σ’ ένα πρόβληµα Γραµµικού Προγραµµατισµού οι µεταβλητές που έχουν µη 

µηδενικές τιµές ονοµάζονται βασικές µεταβλητές, ενώ οι υπόλοιπες µη βασικές. Ο 

αριθµός των βασικών µεταβλητών σε κάθε πρόβληµα Γραµµικού Προγραµµατισµού 

είναι ίσος µε τον αριθµό των περιορισµών του προβλήµατος.  Η πρώτη στήλη του 

πίνακα Simplex περιλαµβάνει τους συντελεστές κέρδους που αντιστοιχούν στις 

βασικές µεταβλητές. Στη δεύτερη στήλη τοποθετούµε τις βασικές µεταβλητές S1, S2. 

Οι επόµενες στήλες αποτελούν το κυρίως κοµµάτι του πίνακα Simplex και τα 

στοιχεία του αντιστοιχούν στους συντελεστές των µεταβλητών του προβλήµατος, ενώ 

τα στοιχεία της τελευταίας στήλης αντιστοιχούν στις τιµές των περιορισµών. Οι τιµές 

των βασικών µεταβλητών δίνονται στην τελευταία στήλη. ∆ηλαδή η τιµή 960 

αντιστοιχεί στην S1 και η τιµή 400 στην S2. Οι τιµές των µη βασικών µεταβλητών 

είναι µηδέν. ∆ηλαδή Χ1=0 και Χ2=0.  Η πρώτη σειρά του πίνακα ( Cj ) περιλαµβάνει 

τους συντελεστές κέρδους όλων των µεταβλητών. 
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3.4.4 Οικονομική Ερμηνεία του Πίνακα Simplex –Συντελεστές Ανταλλαγής 

 

Τα στοιχειά κάθε στήλης του πίνακα Simplex είναι οι αντίστοιχοι συντελεστές των 

περιορισµών του προβλήµατος. Για παράδειγµα η πρώτη στήλη του κυρίως πίνακα 

(8,4) περιέχει τους συντελεστές του Χ1 στον πρώτο και δεύτερο περιορισµό 

αντίστοιχα.  Τα στοιχεία της στήλης Χ1 καλούνται συντελεστής ανταλλαγής µεταξύ 

της Χ1 και των βασικών µεταβλητών του πίνακα, δηλαδή των S1 και των S2 και 

ερµηνεύονται ως εξής:  Για να αυξήσουµε την τιµή της Χ1 κατά µία µονάδα ( για να 

παράγουµε δηλαδή ένα τραπέζι ) απαιτείται να µειώσουµε τις τιµές των S1 και S2 

κατά 8 και 4 µονάδες αντίστοιχα ( δηλαδή να ελαττώσουµε τις µη διαθέσιµες ώρες 

στο ξυλουργείο και στο βαφείο κατά 8 και 4 αντίστοιχα). Η ερµηνεία αυτή είναι 

λογική αν σκεφτούµε ότι για την παραγωγή ενός τραπεζιού απαιτούνται 8 ώρες στο 

ξυλουργείο και 4 ώρες στο βαφείο. Αντίστοιχη ερµηνεία µπορούµε να δώσουµε και 

για τα στοιχεία της στήλης Χ2. Η στήλη της S1 είναι (1,0) ενώ η στήλη της s2 είναι 

(0,1) . Η σειρά Cj περιέχει τους συντελεστές κέρδους της αντικειµενικής συνάρτησης.  

Τα στοιχεία αυτής της σειράς µπορεί να ερµηνευθούν ως η µικτή αύξηση που 

προκύπτει στο συνολικό κέρδος αν η τιµή κάθε µεταβλητής αυξηθεί κατά µία 

µονάδα. Έτσι µία µονάδα της Χ1 αποφέρει επιπλέον κέρδος 14.000e.  Τα στοιχεία 

της σειράς Zj δηλώνουν το κατά πόσο θα µειωθεί το συνολικό κέρδος αν η τιµή της 

κάθε µεταβλητής αυξηθεί κατά µία µονάδα. Πως όµως δικαιολογείται η µείωση του 

κέρδους; Ας πάρουµε τη µεταβλητή Χ1. Για να αυξηθεί η Χ1 κατά µία µονάδα θα 

πρέπει να ελαττωθεί η S1 κατά 8 µονάδες και η S2 κατά 4 µονάδες. Γενικώς η 

µείωση κάποιων άλλων µεταβλητών ώστε να αυξηθεί η Χ1 θα µπορούσε να έχει 

επιπτώσεις στο συνολικό κέρδος. Αν και οι άλλες µεταβλητές είχαν συνεισφορά στο 

κέρδος όπως αυτό ορίζεται στην αντικειµενική συνάρτηση, τότε τυχόν µείωση των 

τιµών τους θα είχε ως αποτέλεσµα και µείωση του κέρδους. Η µείωση των S1 και S2 

στην προκειµένη περίπτωση δεν έχουν καµία επίπτωση στο συνολικό κέρδος γιατί οι 

συντελεστές αυτοί είναι 0. Η τελευταία γραµµή του πίνακα Cj-Zj είναι η γραµµή που 

µας δίνει την καθαρή επίπτωση στο συνολικό κέρδος ( αύξηση κέρδους – µείωση 

κέρδους ) στην περίπτωση που κάθε µία από τις µη βασικές µεταβλητές του 

προβλήµατος αυξηθεί κατά µία µονάδα. Η τελευταία αυτή γραµµή του πίνακα 

Simplex καθορίζει και κατά πόσο η δεδοµένη λύση του πίνακα είναι βέλτιστη ή όχι. 

Αρνητικές τιµές Cj-Zj δηλώνουν ότι στην περίπτωση που η τιµή της αντίστοιχης 

µεταβλητής αυξηθεί, θα υπάρχει µείωση του κέρδους. Αντίθετα θετικές τιµές Cj-Zj 
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δηλώνουν ότι µπορεί να υπάρξει βελτίωση του κέρδους αν αυξηθεί η τιµή της 

συγκεκριµένης µεταβλητής µε θετικό Cj-Zj. Αν βέβαια οι τιµές των Cj-Zj είναι 

αρνητικές ή µηδεν τότε η λύση που έχουµε είναι βέλτιστη. 

 

3.4.5 Επαναληπτική Διαδικασία Simplex 

 

Η µέθοδος Simplex είναι ένας επαναληπτικός αλγόριθµος. Βασίζεται δηλαδή σε µία 

σταθερή επαναλαµβανόµενη διαδικασία µε την οποία από ένα δεδοµένο πίνακα 

Simplex µε κατάλληλους αριθµητικούς υπολογισµούς προχωρούµε στον επόµενο, ο 

οποίος αντιστοιχεί σε µία καλύτερη λύση έως ότου προσδιορισθεί η βέλτιστη λύση. Η 

επαναληπτική αυτή διαδικασία περιλαµβάνει 5 βήµατα. Η βασική φιλοσοφία της 

µεθόδου Simplex είναι ότι σε κάθε βήµα αντικαθιστούµε µία από τις βασικές 

µεταβλητές µε µία µη βασική µεταβλητή µε στόχο να βελτιωθεί η τιµή της 

αντικειµενικής συνάρτησης.  

 

Βήµα 1  

Επιλέγουµε τη µεταβλητή που θα συµπεριληφθεί στις βασικές µεταβλητές. Η επιλογή 

γίνεται µε βάση τη συνεισφορά κάθε µη βασικής µεταβλητής στο συνολικό κέρδος, η 

οποία φαίνεται στα στοιχεία της σειράς Cj-Zj. Η µεταβλητή µε το µεγαλύτερο θετικό 

Cj-Zj είναι αυτή που «µπαίνει» στη βάση. Αν όλες οι µεταβλητές έχουν τιµές Cj-Zj 

µικρότερες ή ίσες µε µηδέν τότε η λύση που έχουµε είναι βέλτιστη. Τη στήλη που 

αντιστοιχεί στη µεταβλητή που µπαίνει στη βάση την ονοµάζουµε οδηγό στήλη. 

 

Βήµα 2  

Εφ’ όσον µία από τις µη βασικές µεταβλητές «µπαίνει» στη βάση, µία από τις 

βασικές µεταβλητές θα πρέπει να «φύγει». Βρίσκουµε τη µεταβλητή της βάσης η 

οποία θα αντικατασταθεί από τη νέα µεταβλητή που επιλέχθηκε στο βήµα 1 ως εξής:  

∆ιαιρούµε όλα τα στοιχεία της τελευταίας στήλης του πίνακα Simplex µε τα 

αντίστοιχα θετικά στοιχεία της οδηγού στήλης ( σε περίπτωση αρνητικής ή µηδενικής 

τιµής το αγνοούµε ). Το µικρότερο θετικό κλάσµα αντιστοιχεί στη µεταβλητή που θα 

αντικατασταθεί. Τη σειρά της µεταβλητής που θα αντικατασταθεί την ονοµάζουµε 

οδηγό σειρά. Η τοµή της οδηγού σειράς µε την οδηγό στήλη µας δίνει το οδηγό 

στοιχείο. 
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Βήµα 3  

Υπολογίζουµε νέες τιµές για τον οδηγό σειρά. Για να βρούµε αυτές τις νέες τιµές της 

οδηγού σειράς διαιρούµε όλα τα στοιχεία µε το οδηγό στοιχείο.  

 

Βήµα 4  

Υπολογίζουµε τις νέες τιµές για τις υπόλοιπες σειρές του πίνακα Simplex. Οι νέες 

τιµές κάθε σειράς εκτός της οδηγού σειράς υπολογίζονται ως εξής:  Νέα σειρά = 

Προηγούµενη Σειρά – Στοιχείο οδηγού στήλης * Νέα οδηγό σειρά 

 

Βήµα 5  

Υπολογίζουµε τις νέες τιµές για τη σειρά Cj-Zj  

 

3.4.6  Ο Δεύτερος Πίνακας Simplex 

 

Αφού αναπτύξαµε τα πέντε βήµατα µε τα οποία υπολογίζουµε τα στοιχεία του 

επόµενου πίνακα Simplex κάθε φορά, τώρα θα εφαρµόσουµε την εφαρµογή τους στο 

συγκεκριµένο µας παράδειγµα. Στόχος είναι να βρούµε µία νέα λύση η οποία θα µας 

δώσει µεγαλύτερο κέρδος. Το κέρδος µε την υπάρχουσα λύση του αρχικού πίνακα 

Simplex είναι 0. Η αρχική λύση είναι Χ1 = 0, Χ2 = 0, S1 = 960, S2 = 400. Η επιλογή 

για το ποια µεταβλητή θα είναι αυτή που θα συµπεριληφθεί στη βάση θα γίνει µεταξύ 

των Χ1 και Χ2 διότι αυτές είναι οι µη βασικές µεταβλητές. Επιλέγουµε τη µεταβλητή 

µε τη µεγαλύτερη θετική τιµή στη σειρά Cj-Zj. Η µεταβλητή Χ1 έχει τιµή Cj-

Zj=14.000 ενώ η Χ2 έχει τιµή 10.000. Εποµένως επιλέγουµε την Χ1 γιατί για κάθε 

µονάδα από την Χ1 που θα παραχθεί το κέρδος θα αυξηθεί κατά 14.000. Αντίθετα η 

επιλογή της Χ2 θα οδηγούσε σε µικρότερη αύξηση µόνο κατά 10.000 ευρώ ανά 

µονάδα της Χ2. Εποµένως η στήλη της Χ1 είναι η οδηγός στήλη  

 

2ος Πίνακας Simplex 
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* Η σειρά όλη οριζόντια είναι η οδηγός σειράς  

** Το 4 είναι το οδηγό στοιχείο  

*** Η σειρά όλη κάθετα είναι η οδηγός στήλης  

**** Το κέρδος 

Μετά την επιλογή της Χ1 για να συµπεριληφθεί στη νέα βάση, θα πρέπει να δούµε 

ποια από τις ήδη µεταβλητές S1 και S2 θα αντικατασταθεί από την Χ1. Αν 

υπολογίσουµε τους λόγους των ποσοτήτων της τελευταίας στήλης προς τους 

συντελεστές της οδηγού στήλης έχουµε:  

Για την S1: 960 ώρες ξυλουργείου / 8 ώρες ανά τραπέζι = 120 τραπέζια  

Για την S2: 400 ώρες βαφείου / 4 ώρες ανά τραπέζι = 100 τραπέζια  

Αυτό σηµαίνει ότι η µεταβλητή S2 που αντιστοιχεί στο µικρότερο κλάσµα θα 

αντικατασταθεί από την Χ1. Η µεταβλητή Χ1 επιλέγεται γιατί κάθε αύξηση της Χ1 

κατά µια µονάδα, παραγωγή ενός τραπεζιού, αυξάνει το κέρδος κατά 14.000 ευρώ. 

Άρα λογικά θα επιθυµούσαµε να αυξήσουµε την τιµή Χ1 όσο το δυνατόν 

περισσότερο γίνεται. Επειδή όµως αύξηση της ποσότητας Χ1 σηµαίνει ανάλωση 

πόρων, είναι λογικό ότι η αύξηση της Χ1 µπορεί να πραγµατοποιηθεί µόνο εφόσον 

υπάρχουν διαθέσιµοι πόροι. Για κάθε µονάδα της Χ1 που παράγουµε πρέπει να 

µειώσουµε την S1 κατά 8 µονάδες και εφόσον έχουµε µόνο 960 µονάδες διαθέσιµες 

από την S1 τότε η ανώτερη τιµή για την Χ1 είναι 960/8=120. Οµοίως για κάθε 

µονάδα Χ1 πρέπει να µειώσουµε την S2 κατά 4 µονάδες. Εφόσον έχουµε 400 
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µονάδες της S2 διαθέσιµες η µεγαλύτερη ποσότητα της Χ1 που µπορεί να παραχθεί 

είναι 400/4=100 µονάδες. Αν θέσουµε Χ1=100 τότε θα χρησιµοποιηθεί όλη η 

ποσότητα των 400 ωρών της S2 και εποµένως η τιµή της S2 θα γίνει 0 και δεν είναι 

πλέον βασική µεταβλητή. Αφού αποφασίσαµε πλέον ότι η µεταβλητή Χ1 θα 

αντικαταστήσει την τιµή S2 θα πρέπει να υπολογίσουµε ξανά τις τιµές για το δεύτερο 

πίνακα Simplex. Θα αντικαταστήσουµε τον οδηγό σειρά διαιρώντας όλα τα στοιχεία 

της µε το 4 που είναι το οδηγό στοιχείο. Άρα η νέα οδηγός σειρά θα γίνει :  

: 

4/4=1          2/4=1/2        0/4=0        1/4=1/4     400/4=100 

 

Εποµένως ο δεύτερος πίνακας Simplex θα έχει την εξής µορφή: 

 

 

Όπως βλέπουµε η Χ1 αντικατέστησε την S2 στη βάση. Η τιµή της Χ1 είναι 100 

µονάδες, ενώ ο συντελεστής κέρδους της Χ1 εµφανίζεται στη στήλη συντελεστών 

κέρδους των βασικών µεταβλητών. Αποµένει τώρα να υπολογίσουµε τις νέες τιµές 

για τη σειρά που αντιστοιχεί στην S1 καθώς και τις νέες τιµές στις σειρές Cj-Ζj. Για 

να υπολογίσουµε τη νέα σειρά S1 θα κάνουµε τις εξής πράξεις: 

Νέα σειρά = Προηγούµενη Σειρά – Στοιχείο οδηγού στήλης * Νέα οδηγό σειρά 

Το στοιχείο της οδηγού στήλης που αντιστοιχεί στη σειρά S1 ( πίνακας 2) είναι το 8. 
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Εποµένως ο νέος πίνακας Simplex µετά τον υπολογισµό της σειράς S1 θα έχει την 

εξής µορφή: 

 

 

 
Ο νέος πίνακας Simplex έχει και αυτός δύο µοναδιαίες στήλες που αντιστοιχούν στις 

βασικές µεταβλητές S1 (1.0) και X1 (0,1). Βασικά οι αλγεβρικές πράξεις που 

εκτελέσαµε για να πάρουµε τις νέες τιµές του πίνακα Simplex είχαν ακριβώς αυτό 

σαν στόχο. Το να µετατρέψουµε δηλαδή την στήλη που αντιστοιχεί στην νέα βασική 

µεταβλητή Χ1 σε µοναδιαία στήλη. Η διαίρεση µε το οδηγό στοιχείο έδωσε την τιµή 

1 στην θέση της τοµής της σειράς Χ1 µε τη στήλη Χ1. Ο πολλαπλασιασµός των νέων 

τιµών της οδηγού σειράς µε το 8 και η αφαίρεση του γινοµένου από τη σειρά S1 είχε 

σαν αποτέλεσµα να µηδενίσουµε τα υπόλοιπα στοιχεία της στήλης Χ1. Αποµένει 

τώρα να υπολογίσουµε τις νέες τιµές για τις σειρές Zj και Zj-Cj. H σειρά Zj 

αντιστοιχεί στη µείωση του κέρδους στην περίπτωση που επιλέξουµε µια από τις µη 
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βασικές µεταβλητές να συµπεριληφθεί στη βάση . Στο σηµείο αυτό µπορούµε να 

εξηγήσουµε καλύτερα την έννοια των τιµών της σειράς Zj. Η νέα λύση που προέκυψε 

είναι Χ1=100 τεµάχια τραπεζιών, Χ2=0 τεµάχια καρεκλών, S1=160 ώρες και S2=0 

ώρες. ∆ηλαδή παράγονται 100 τραπέζια, καθόλου καρέκλες µε περίσσευµα 160 ώρες 

στο ξυλουργείο και 0 ώρες στο βαφείο. Αν θέλουµε να εξετάσουµε τη περίπτωση 

παραγωγής και ορισµένης ποσότητας καρεκλών αυτό σηµαίνει ότι θέλουµε να 

αυξήσουµε την τιµή της Χ2 από 0 που είναι τώρα σε µια θετική ποσότητα, δηλαδή να 

τη συµπεριλάβουµε στη βάση αντικαθιστώντας κάποια από τις µεταβλητές S1 ή X1. 

Για να αυξηθεί η τιµή της Χ2 κατά µία µονάδα απαιτείται να µειώσουµε την S1 κατά 

4 και την Χ1 κατά 1/2 µονάδες. ∆ηλαδή να παράγουµε ½ λιγότερα τραπέζια (Χ1) και 

να µειώσουµε κατά 4 ώρες τις διαθέσιµες ώρες στο ξυλουργείο (S1). Η µείωση της 

Χ1 κατά ½ θα ελευθερώσει ορισµένες ώρες. Συγκεκριµένα αφού το 1 τραπέζι απαιτεί 

8 ώρες ξυλουργείου και 4 ώρες βαφείου η µείωση της παραγωγής τραπεζιών κατά ½ 

θα έχει ως αποτέλεσµα την απελευθέρωση 4 ωρών ξυλουργείου και 2 ωρών βαφείου. 

Αν πάρουµε επίσης και 4 ώρες από αυτές που περίσσευαν στο ξυλουργείο θα έχουµε 

συνολικά 8 ώρες ξυλουργείου και 2 ώρες βαφείου που είναι ακριβώς οι ώρες που 

χρειάζονται για την παραγωγή 1 καρέκλας. Από την πλευρά των τιµών τώρα, η 

παραγωγή 1 καρέκλας θα έχει θετική συνεισφορά 10.000 ευρώ στα κέρδη (σειρά Cj). 

Παράλληλα όµως θα έχει και αρνητικό αποτέλεσµα γιατί η αύξηση της παραγωγής 

καρεκλών θα γίνει σε βάρος της παραγωγής των τραπεζιών. Εφόσον θα πρέπει να 

µειώσουµε την παραγωγή των τραπεζιών κατά ½ θα έχουµε απώλεια κερδών 7.000 

ευρώ, αφού το κέρδος για κάθε τραπέζι είναι 14.000 ευρώ. Η τιµή της Zj που 

αντιστοιχεί στη στήλη Χ2 είναι 7.000 ευρώ. Για να υπολογίσουµε τις τιµές της σειράς 

Zj πολλαπλασιάζουµε τους συντελεστές ανταλλαγής στη στήλη κάθε µιας 

µεταβλητής µε τους αντίστοιχους συντελεστές κέρδους των βασικών µεταβλητών και 

προσθέτουµε τα γινόµενα ως εξής:  
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Οι τιµές της σειράς Cj-Zj προκύπτουν από την αφαίρεση των τιµών της σειράς Zj από 

τη σειρά Cj. Η αύξηση της Χ2 κατά 1 µονάδα (παραγωγή µιας καρέκλας) θα έχει σαν 

αποτέλεσµα καθαρή αύξηση των κερδών κατά 3.000 ευρώ. Τέλος, ο υπολογισµός του 

κέρδους που αντιστοιχεί στη λύση του τρέχοντος πίνακα Simplex( πίνακας 6) 

υπολογίζεται µε την άθροιση των γινοµένων της τελευταίας στήλης που δίνει τις τιµές 

των µεταβλητών µε τους συντελεστές κέρδους των βασικών µεταβλητών.  

Κέρδος = 160*0 + 100*14.000 = 1.400.000 Μετά την ολοκλήρωση όλων των 

υπολογισµών ο ∆εύτερος Πίνακας Simplex έχει ως εξής: 

 

Τελικός ∆εύτερος Πίνακας Simplex 
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3.4.7 Ο Τρίτος Πίνακας Simplex 

 

Εφόσον η σειρά Cj-Zj του δεύτερου πίνακα Simplex περιλαµβάνει και θετικές τιµές η 

λύση που µας δίνει ο πίνακας αυτός δεν είναι η βέλτιστη λύση. Εποµένως θα πρέπει 

να επαναλάβουµε τα πέντε βήµατα του αλγόριθµου Simplex για να πάρουµε τον τρίτο 

κατά σειρά πίνακα. Η µεταβλητή που θα συµπεριληφθεί στη βάση είναι η Χ2 γιατί 

είναι η µόνη µε θετική τιµή 3.000 ευρώ στη σειρά Cj-Zj. Αυτό σηµαίνει ότι για κάθε 

καρέκλα που θα παράγουµε το κέρδος θα αυξηθεί κατά 3.000 ευρώ. Εποµένως η 

στήλη της Χ2 είναι η οδηγός στήλη. 

 

 

Αρχικός Τρίτος Πίνακας Simplex  
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* Το 4 είναι το οδηγό στοιχείο  

** Ολόκληρη η σειρά οριζόντια είναι η οδηγός σειρά  

*** Ολόκληρη η κάθετη σειρά καλείται οδηγός στήλη 

Μετά την επιλογή της Χ2 για να συµπεριληφθεί στη βάση θα πρέπει να δούµε ποια 

από τις ήδη βασικές µεταβλητές S1 και Χ1 θα αντικατασταθεί. Αν υπολογίσουµε τους 

λόγους των ποσοτήτων της τελευταίας στήλης προς τους συντελεστές της οδηγού 

στήλης ώστε να προσδιορίσουµε τη µέγιστη ποσότητα καρεκλών που µπορεί να 

παραχθεί, έχουµε: Για την S1: 160 ώρες ξυλουργείου / 4 ώρες ανά καρέκλα = 40 

καρέκλες Για την Χ1: 100 τραπέζια / ½ τραπέζια ανά καρέκλα = 200 καρέκλες. Αυτό 

σηµαίνει ότι η S1 θα αντικατασταθεί από την Χ2. Αφού ορίσαµε ότι η µεταβλητή Χ2 

θα αντικαταστήσει την S1, θα πρέπει να υπολογίσουµε ξανά τις τιµές του τρίτου 

πίνακα ( πίνακας 8). Θα αντικαταστήσουµε τη σειρά οδηγό. Το οδηγό στοιχείο είναι 

το 4. ∆ιαιρούµε εποµένως όλα τα στοιχεία της οδηγού σειράς µε το 4. Άρα η νέα 

οδηγός σειρά είναι:  

           0/4=0            4/4=1           1/4=1/4            -2/4=-1/2          160/4=40 

Η Χ2 αντικατέστησε την S1 στη βάση της. Η τιµή της Χ2 είναι 40 µονάδες, ενώ ο 

συντελεστής κέρδους της Χ2 εµφανίζεται στη στήλη συντελεστών κέρδους των 

βασικών µεταβλητών. Τώρα µένει να υπολογίσουµε τις νέες τιµές για τη σειρά που 

αντιστοιχεί στην Χ1 καθώς και τις νέες τιµές στις σειρές Zj και Cj-Zj. Για να 

υπολογίσουµε τη νέα σειρά Χ1 θα κάνουµε τις εξής πράξεις όπως και πριν: 
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(Προηγούµενες τιµές σειράς Χ1) – (στοιχείο οδηγού στήλης σειράς Χ1) * νέες τιµές 

οδηγού σειράς = Νέες τιµές σειράς Χ1 

Το στοιχείο της οδηγού στήλης που αντιστοιχεί στη σειρά Χ1 είναι το 1/2. Εποµένως 

οι νέες τιµές της οδηγού σειράς αφού πολλαπλασιασθούν µε 1/2 θα αφαιρεθούν από 

τις τιµές της σειράς Χ1. Έτσι έχουµε λοιπόν: 

 

Παρατηρούµε ότι ο νέος πίνακας Simplex έχει δύο µοναδιαίες στήλες που 

αντιστοιχούν στις βασικές µεταβλητές Χ2 ( η στήλη 1,0 ) και Χ1 ( η στήλη 0,1 ). 

Μένει τώρα να υπολογίσουµε τις τιµές για τις σειρές Zj και Cj-Zj. Για να βρούµε τις 

τιµές της σειράς Zj πολλαπλασιάζουµε τους συντελεστές µετατροπής για κάθε 

µεταβλητή µε τους αντίστοιχους συντελεστές κέρδους των βασικών µεταβλητών και 

προσθέτουµε τα γινόµενα. Οι τιµές της σειράς Cj-Zj προκύπτουν από την αφαίρεση 

της σειράς Zj από τη σειρά Cj.  Τέλος ο υπολογισµός του κέρδους που αντιστοιχεί 

στη λύση του τρέχοντος πίνακα Simplex υπολογίζεται µε την άθροιση των γινόµενων 

της τελευταίας στήλης που δίνει τις τιµές των µεταβλητών µε τους συντελεστές 

κέρδους των βασικών µεταβλητών.  

ΚΕΡ∆ΟΣ = 40*10.000 + 80*14.000 = 1.520.000 
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Τελικός Πίνακας Simplex 

 

Ο παραπάνω πίνακας ( πίνακας 12) είναι ο τελικός πίνακας Simplex για το 

παράδειγµα που αναλύουµε. Παρατηρούµε ότι η σειρά Cj-Zj δεν περιέχει θετικά 

στοιχεία, συνεπώς δεν είναι δυνατόν να υπάρξει περαιτέρω αύξηση του κέρδους.Οι 

βασικές µεταβλητές είναι οι Χ1 και Χ2. Οι τιµές τους δίνονται στις αντίστοιχες 

θέσεις της τελευταίας στήλης. Οι τιµές των µη βασικών µεταβλητών είναι µηδέν.  

Η βέλτιστη λύση είναι: 

Χ1 = 80 τραπέζια S1 = 0 ώρες διαθέσιµες στο ξυλουργείο 

Χ2 = 40 καρέκλες S2 = 0 ώρες διαθέσιµες στο βαφείο 

Ο συνδυασµός αυτός της παραγωγής δίνει το µεγαλύτερο δυνατό κέρδος το οποίο 

ανέρχεται σε 1.520.000 ευρώ. Αν δούµε συγκεντρωτικά τα αποτελέσµατα από τους 

τρεις διαδοχικούς πίνακες Simplex παρατηρούµε τα εξής: 

Αρχικός Πίνακας Simplex 

Λύση  

Χ1 = 0 τραπέζια 

Χ2 = 0 καρέκλες 

S1 = 960 διαθέσιµες ώρες ξυλουργείου 

S2 = 400 διαθέσιµες ώρες βαφείου 
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Κέρδος 0 

 

∆εύτερος Πίνακας Simplex 

Λύση  

Χ1 = 100 τραπέζια 

Χ2 = 0 καρέκλες 

S1 = 160 διαθέσιµες ώρες ξυλουργείου 

S2 = 0 διαθέσιµες ώρες βαφείου 

Κέρδος 1.400.000 ευρώ 

 

Τρίτος Πίνακας Simplex 

Λύση  

Χ1 = 80 τραπέζια 

Χ2 = 40 καρέκλες  

 

S1 = 0 διαθέσιµες ώρες ξυλουργείου  

 

S2 = 0 διαθέσιµες ώρες βαφείο  

 

Κέρδος 1.520.000 ευρώ 
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Κεφάλαιο 4ο : Πειραματικό Μέρος 

 

 

Στο πειραµατικό µέρος της εργασίας παρουσιάζουµε έναν αλγόριθµο επίλυσης του 

προβλήµατος γραµµικού προγραµµατισµού µε τη µέθοδο Simplex , χρησιµοποιώντας 

το λογισµικό πακέτο Matlab. Ο αλγόριθµος αποτελείται από µια συνάρτηση που 

ονοµάζεται  nma_simplex.m(A,b,c,false)  η οποία χρησιµοποιώντας τη µέθοδο 

Simplex παράγει τη βέλτιστη λύση προβληµάτων γραµµικού προγραµµατισµού που 

βρίσκονται σε τυποποιηµένη µορφή. Αυτή η µορφή του προβλήµατος είναι η εξής :  

min J(x) = c
T
x        (αντικειµενική συνάρτηση) 

υπό τους περιορισµούς 

Αx=b               (περιορισµοί σε τυποποιηµένη µορφή) 

x>=0               (πρόσηµο των µεταβλητών) 

Εφόσον το πρόβληµα απαιτείται να είναι σε τυποποιηµένη µορφή  όλοι οι 

περιορισµοί είναι σε µορφή ισότητας. Συνεπώς έχουµε ήδη προσθέσει /αφαιρέσει τις 

απαιτούµενες περιθώριες µεταβλητές. Η συνάρτηση παράγει το τελικό πίνακα 

(tableau) του αλγορίθµου το οποίο περιέχει την βέλτιστη λύση x*. Υπάρχει η 

δυνατότητα εµφανίσουµε και τους ενδιάµεσους πίνακες που προκύπτουν από τη 

µέθοδο simplex αλλάζοντας το τελευταίο όρισµα της συνάρτησης από false σε true. 

Οι πίνακες που δέχεται η συνάρτηση ως ορίσµατα είναι : 

c
T 

: ανάστροφος πίνακας των συντελεστών της αντικειµενικής συνάρτησης 

Α : πίνακας των συντελεστών των µεταβλητών στους περιορισµούς 

b : πίνακας των σταθερών όρων των περιορισµών 

flag (false/true) : σηµαία που καθορίζει την µορφή των αποτελεσµάτων 

 



48 
 

4.1 Παράδειγμα Εφαρμογής  

 

Να επιλυθεί το πρόβληµα γραµµικού προγραµµατισµού :  

minimize z = 2x1+3x2  

 

υπό τους περιορισµούς  

4x1 + 2x2  ≥ 12  

 x1 + 4x2    ≥ 6 

xi  ≥ 0 

µε τη χρήση του αλγορίθµου simplex. 

Προκειµένου να καλέσουµε τη συνάρτηση nma_simplex θα πρέπει αρχικά να 

φέρουµε το πρόβληµα σε τυπική µορφή. Αυτό σηµαίνει ότι η αντικειµενική 

συνάρτηση θα πρέπει να είναι της µορφής minimize η οποία είναι. Επίσης θα πρέπει 

όλοι οι περιορισµοί να είναι σε µορφή ισότητας. Για να το πετύχουµε , εφόσον οι 

περιορισµοί είναι  “≥” αφαιρούµε δύο επιπλέον µεταβλητές (περιθώριες) , µία σε 

κάθε περιορισµό. Έτσι οι περιορισµοί γίνονται : 4x1 + 2x2 – x3 + 0x4 = 12 και x1 + 4x2 

+0x3 – x4 =6 . Οι περιθώριες µεταβλητές θεωρούµε ότι είναι θετικές. Συνεπώς το 

πρόβληµα σε τυπική µορφή γίνεται :  

minimize z = 2x1 + 3x2 + 0x3 + 0x4 

υπό τους περιορισµούς  

4x1 + 2x2 – x3 + 0x4 = 12 

x1 + 4x2 +0x3 – x4 = 6 

xi ≥0 

Σε αυτή τη φάση είµαστε έτοιµοι να καλέσουµε τη συνάρτηση nma_simplex µε τα 

παρακάτω ορίσµατα : 

c
T
 = [2 3 0 0] , A = [4 2 -1 0; 1 4 0 -1] , b = [12 6] 
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Με τα ορίσµατα αυτά καλούµε τη συνάρτηση nma_simplex(A,b,c,true) και η λύση 

είναι : 
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Η λύση του προβλήµατος βρίσκεται στην τελευταία στήλη του πίνακα ans δηλαδή 

είναι : 

x1 = 2.5714   και  x2 = 0.8571  και για τον υπολογισµό της βέλτιστης λύσης έχουµε : 

z
* 

= 2*2.5714 + 3*0.8571 = 7.7441 

Σηµειώνουµε ότι εφόσον επιλέξαµε την τιµή true για την σηµαία , η συνάρτηση 

εµφανίζει και όλα τα ενδιάµεσα βήµατα (πίνακες) έως και τον τελικό πίνακα. 

 

4.2 Κώδικας Matlab 

 

function tab = nma_simplex(A,b,c,debug) 
%function [A,b,c]=nma_simplex(A,b,c) 
%This function implments the simplex matrix algorithm. 
%It accepts A_eq and b_eq and c as defined in standard  
%documentation and generates all the simplex tableaus, and  
%returns the final tableau which the user can read from it the  
%minimum value of the objective function and the optimal x vector  
%directly. 
% 
%It runs both phase one and phase two automatically. 
% 
%The input is 
% 
%A: This is the Ax=b matrix. This is for simplex standard  
%   form only. The caller must convert all inequalites to  
%   equalities first by using slack and suprluse variables. This  
%   is what is called the Aeq matrix in Matlab documenation.  
%   This function does not support Ax<b form. A has to be in  
%   standard form 
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% 
%b: Vector. This is the right hand side of Ax=b. 
% 
%c: Vector. This is from minimize  J(x) = c'x. As defined in  
%   standard Matlab documentations. 
% 
%debug: flag. Set to true to see lots of internal steps. 
% 
%Returns: 
% 
%This function returns the final tableau. It has the form 
% 
%  [ A | b  ] 
%  [ c | J  ] 
% 
% Version 5/12/2016 
% by Nasser M. Abbasi 
% Free for use. 

  
validate_input(A,b,c); 

  
[A,b] = make_phase_one(A,b,debug); 
tab   = simplex(A,b,c,debug,'phase two'); 
end 
%========================== 
function [A,b] = make_phase_one(A,b,debug) 
[m,n]              = size(A); 
tab                = zeros(m+1,n+m+1); 
tab(1:m,1:n)       = A; 
tab(end,n+1:end-1) = 1; 
tab(1:m,end)       = b(:); 
tab(1:m,n+1:n+m)   = eye(m); 

  
if debug 
    fprintf('>>>>Current tableau [phase one]\n'); 
    disp(tab); 
end 

  
for i = 1:m %now make all entries in bottom row zero 
    tab(end,:) = tab(end,:)-tab(i,:); 
end 

  
tab = simplex(tab(1:m,1:n+m),tab(1:m,end),tab(end,1:n+m),... 
                                             debug,'phase one'); 
%if tab(end,end) ~=0 
%   error('artificial J(x) is not zero at end of phase one.'); 
%end 

  
A = tab(1:m,1:n); 
b = tab(1:m,end); 

  
end 
%================================= 
function tab = simplex(A,b,c,debug,phase_name) 
[m,n]        = size(A); 
tab          = zeros(m+1,n+1); 
tab(1:m,1:n) = A; 
tab(m+1,1:n) = c(:); 
tab(1:m,end) = b(:); 
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keep_running = true; 
while keep_running 
    if debug 
        fprintf('***********************\n'); 
        fprintf('Current tableau [%s] \n',phase_name); 
        disp(tab); 
    end 

     
    if any(tab(end,1:n)<0)%check if there is negative cost coeff. 
        [~,J] = min(tab(end,1:n)); %yes, find the most negative 
        % now check if corresponding column is unbounded 
        if all(tab(1:m,J)<=0)  
          error('problem unbounded. All entries <= 0 in column 

%d',J); 
        %do row operations to make all entries in the column 0  
        %except pivot 
        else  
            pivot_row = 0; 
            min_found = inf; 
            for i = 1:m 
                if tab(i,J)>0 
                    tmp = tab(i,end)/tab(i,J); 
                    if tmp < min_found 
                        min_found = tmp; 
                        pivot_row = i; 
                    end 
                end 
            end 
            if debug 
                fprintf('pivot row is %d\n',pivot_row); 
            end 
            %normalize 
            tab(pivot_row,:) = tab(pivot_row,:)/tab(pivot_row,J);  
            %now make all entries in J column zero. 
            for i=1:m+1 
                if i ~= pivot_row 
                    tab(i,:)=tab(i,:)-sign(tab(i,J))*... 
                                 abs(tab(i,J))*tab(pivot_row,:); 
                end 
            end 
        end 
        if debug  %print current basic feasible solution 
            fprintf('current basic feasible solution is\n'); 
            disp(get_current_x()); 
        end 
    else 
        keep_running=false;        
    end 
end 

  
    %internal function, finds current basis vector 
    function current_x = get_current_x() 
        current_x = zeros(n,1); 
        for j=1:n 
            if length(find(tab(:,j)==0))==m 
                idx= tab(:,j)==1; 
                current_x(j)=tab(idx,end); 
            end 
        end 
    end 
end 
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%========================== 
function validate_input(A,b,c) 
if ~ismatrix(A) 
    error('A must be matrix'); 
end 

  
if ~isvector(b) 
    error('b must be vector'); 
end 
if ~isvector(c) 
    error('c must be vector'); 
end 

  
[m,n]=size(A); 
if rank(A) <m 
    error('Rank A must be equal to number of rows in A'); 
end 

  
if length(b) ~= m 
    error('b must have same size as number of rows of A'); 
end 
if length(c) ~= n 
    error('c must have same size as number of columns of A'); 
end 
end 
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