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      Η πτυχιακή µου εργασία καλύπτει το µάθηµα της «Στατιστικής των επιχειρήσεων» και 

αφορά  κυρίως τη γραµµική παλινδρόµηση και τις εφαρµογές της στις επιχειρήσεις και στην 

οικονοµία. 

      Βασικό χαρακτηριστικό της εργασίας µου αυτής, είναι να παρουσιάσω έναν αριθµό 

µεθόδων που αναπτύχθηκαν για τα σύγχρονα προβλήµατα της παλινδρόµησης. Αυτή είναι η 

δύναµη, και χωρίς αµφιβολία, η ιδέα να ασχοληθώ µε την παλινδρόµηση και κυρίως µε τη 

γραµµική. 

      Η γραµµική παλινδρόµηση δεν αποτελεί µια απλή θεωρία. Οι διάφορες υποθεωρίες,  

όπου περιλαµβάνονται οι πρακτικές εφαρµογές της παλινδρόµησης γίνεται µε την χρήση του 

κατάλληλου στατιστικού λογισµικού ως αναγκαία προϋπόθεση για την εφαρµογή των 

µεθόδων. Προς το σκοπό αυτόν, στα αντίστοιχα κεφάλαια η επίλυση των παραδειγµάτων 

γίνεται µε τη χρήση µε τη χρήση του SPSS, συνοδευόµενη και από το σχολιασµό των 

παραγόµενων αποτελεσµάτων, έτσι ώστε να γίνεται καλύτερη η κατανόηση της 

παλινδρόµησης.  Γι’ αυτό συµπεριλαµβάνονται στην πτυχιακή διάφοροι κλάδοι της 

παλινδρόµησης, ώστε να καλυφθεί όλο και περισσότερη η ύλη τους. 

      Η δοµή της πτυχιακής χωρίζεται σε επιµέρους πέντε κεφάλαια. Το πρώτο κεφάλαιο 

αναφέρεται στη στατιστική δηλ. από πού ξεκίνησε η ιστορία της να προέρχεται και ποιες 

είναι οι διάφορες βασικές έννοιες της που θα αναφερθούν παρακάτω. 

    Στο δεύτερο κεφάλαιο αναφέρεται η παλινδρόµηση και οι διάφορες κατηγορίες της που 

διακρίνεται η παλινδρόµηση. 

      Το τρίτο κεφάλαιο περιλαµβάνει την πρώτη διάκριση της παλινδρόµησης στην οποία θα 

εµπεριέχονται η βασική έννοια, πως παρουσιάζονται το διάγραµµα διασποράς καθώς επίσης 

και οι κατηγορίες συντελεστών που υπάρχουν. 

      Στο τέταρτο κεφάλαιο αναπτύσεται η δεύτερη διάκριση της παλινδρόµησης η οποία θα 

περιλαµβάνει οµοίως τη βασική έννοια, καθώς και πόσα είδη συντελεστών υπάρχουν. 

      Στο πέµπτο κεφάλαιο και το πιο βασικό συστατικό της εργασίας αυτής θα είναι οι 

εφαρµογές της γραµµικής παλινδρόµησης στο χώρο των επιχειρήσεων και την 

οικονοµία, στην οποία θα εµπεριέχονται οι εφαρµογές της µε παραδείγµατα από ασκήσεις. 



     Στόχος της εργασίας µου, είναι να έχω δώσει όσο το δυνατόν καλύτερες βασικές γνώσεις 

στατιστικής και πλήρες από άποψη υλικού στο κοινό όπως αντιστοιχεί σ’ ένα εισαγωγικό 

µάθηµα στατιστικής. 

     Τέλος, θα ήθελα να ευχαριστήσω τον καθηγητή µου που µου έδωσε την δυνατότητα και 

µε τις συµβουλές του να ασχοληθώ µε την εργασία για ένα τόσο σηµαντικό µάθηµα όπως 

είναι η στατιστική των επιχειρήσεων στην οποία απέκτησα µέσα από αυτήν χρήσιµα 

πράγµατα που θα µε βοηθήσουν και στο µέλλον. 

 

                                                                                                         Σεπτέµβριος 2013 

                                                                                    ΠΑΝΑΓΟΥΛΙΑΣ ΕΥΑΓΓΕΛΟΣ 
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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
             

   Στα κεφάλαια που θα ακολουθήσουν στην πτυχιακή µου εργασία, θα αναφερθώ κυρίως στη 

γραµµική παλινδρόµηση όπου είναι ένα από τα πιο σηµαντικά θέµατα της Στατιστική των 

επιχειρήσεων. Η γραµµική παλινδρόµηση εξετάζει τη γραµµική σχέση µεταξύ δύο ή 

περισσότερων ποσοτικών µεταβλητών µε απώτερο σκοπό την πρόβλεψη της τιµής µιας 

µεταβλητής µε βάση την τιµή άλλων µεταβλητών. Η ανάλυση της γραµµικής παλινδρόµησης 

γίνεται µε την κατασκευή µιας µαθηµατικής εξίσωσης, που περιγράφει τη σχέση µεταξύ της 

µεταβλητής που πρόκειται να προβλεφθεί, η οποία ονοµάζεται εξαρτηµένη µεταβλητή 

( dependent variable ) και συµβολίζεται ως Υ, και µιας ή περισσότερων άλλων µεταβλητών, 

οι οποίες ονοµάζονται ανεξάρτητες µεταβλητές ( independent variables ) και συµβολίζονται 

ως κΧΧΧ ,...,, 21  ( όπου κ το πλήθος των ανεξάρτητων µεταβλητών ). 

   Τέλος, επειδή η ανάλυση της γραµµικής παλινδρόµησης περιλαµβάνει αρκετές νέες έννοιες 

και τεχνικές, η παρουσίαση της έχει χωριστεί στα επιµέρους κεφάλαια που θα αναλύονται 

παρακάτω. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1   ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ 

 
1.1 ΙΣΤΟΡΙΚΗ ΑΝΑ∆ΡΟΜΗ ΤΗΣ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗΣ 

 
Ο όρος στατιστική, κατά µία άποψη, προέρχεται από τη λατινική λέξη « status»

1
 η οποία, 

χρησιµοποιήθηκε αρχικά για το χαρακτηρισµό αριθµητικών δεδοµένων που αναφέρονται 

κυρίως στον πληθυσµό µιας χώρας. Μπορεί όµως να προέρχεται και από την αρχαία 

ελληνική λέξη στατίζω
2
. Κάνοντας µία σύντοµη ιστορική αναδροµή αξίζει να αναφέρουµε ότι 

οι πρώτες προσπάθειες συλλογής στατιστικών στοιχείων εµφανίστηκαν στους αρχαιότατους 

χρόνους. Από την ιστορία πληροφορούµαστε ότι σε απογραφές πληθυσµού, γης, κ.τ.λ. 

προέβαιναν και λαοί της αρχαιότητας (Έλληνες, Κινέζοι, Αιγύπτιοι, κ.τ.λ). Η Στατιστική ως 

αυτοτελής επιστήµη εφαρµόζεται από τον 17
ο
 αιώνα. Τότε, άρχισε να διαµορφώνεται ένας 

νέος κλάδος, που προήλθε από τη µελέτη των τυχερών παιχνιδιών, η θεωρία των 

πιθανοτήτων, η οποία προάγεται και συµπληρώνεται κυρίως από τους Bernoulli, Gauss, 

Laplace. Η στατιστική έχει πλέον εισαχθεί (18
ος

 αιώνας) στις ακαδηµαϊκές σπουδές, και η 

συστηµατική οργάνωση των κρατικών στατιστικών υπηρεσιών αλλά και επιστηµονικών 

εταιρειών είναι πλέον γεγονός (19
ος

 αιώνας). 

Αξίζει να αναφερθεί ότι ο πρώτος Κυβερνήτης της Ελλάδας, Ι. Καποδίστριας, είχε 

ενδιαφερθεί σοβαρότατα για τη δηµιουργία στατιστικής υπηρεσίας στην Ελλάδα 

διαβλέποντας τον κρίσιµο ρόλο που θα έπαιζε στη δηµιουργία του νέου κράτους.  

Έτσι αρκετά νωρίς για την ελληνική και διεθνή πραγµατικότητα, το 1833,  ιδρύθηκε η 

Υπηρεσία Γενικής Στατιστικής του Κράτους, η οποία τέθηκε στην αρµοδιότητα  του 

Υπουργείου των Εσωτερικών. Με το Κανονιστικό ∆ιάταγµα (Κ.∆.) της 29/4 του 1834, πάλι 

στο Υπουργείο Εσωτερικών, ιδρύθηκε το «Γραφείο ∆ηµοσίας Οικονοµίας», το οποίο 

συµπεριέλαβε  και την Υπηρεσία Γενικής Στατιστικής του Κράτους.  

  Περί τα τέλη του 19
ου

 αιώνα η Στατιστική έχει το κατάλληλο επιστηµονικό υπόβαθρο για 

την ανάπτυξη στατιστικών µεθόδων. 

Ενώ παλαιότερα η Στατιστική ασχολείται µόνο µε την παράθεση τεράστιων πινάκων µε 

δεδοµένα και αναρίθµητων διαγραµµάτων, σήµερα µπορούµε να διακρίνουµε σε µία 

στατιστική έρευνα τρία στάδια: Τη συλλογή του στατιστικού υλικού, την επεξεργασία και 

παρουσίαση του και τέλος την ανάλυση αυτού του υλικού και την εξαγωγή χρήσιµων 

                                                 
1
 status: κράτος, κατάσταση 

2
 στατίζω: τοποθετώ, συµπεραίνω 



συµπερασµάτων. Τα τρία αυτά στάδια επιτυγχάνονται µε την εφαρµογή κατάλληλων για κάθε 

περίπτωση στατιστικών µεθόδων, όπως και µε την βοήθεια των Υπολογιστών, οι οποίοι 

σηµείωσαν τεράστια ανάπτυξη στις µέρες µας. 

Συµπερασµατικά λοιπόν µπορούµε δώσουµε ως ορισµό της Στατιστικής το συνηθέστερο και 

πλέον γνωστό ορισµό του R.A. Fisher ( 1890-1962 ), πατέρα της σύγχρονης Στατιστικής: 

Στατιστική είναι ένα σύνολο αρχών και µεθοδολογιών για: 

• Το σχεδιασµό της διαδικασίας συλλογής δεδοµένων. 

• Τη συνοπτική και αποτελεσµατική παρουσίασή τους. 

• Την ανάλυση και εξαγωγή αντίστοιχων συµπερασµάτων. 

 

                 

1.2 ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗΣ 

 
Μια βασική έννοια που εξετάζουµε πρώτα στη στατιστική των επιχειρήσεων είναι ο 

πληθυσµός-µεταβλητές. 

Για την εξαγωγή χρήσιµων συµπερασµάτων είναι  απαραίτητο σε κάθε στατιστική έρευνα να 

εξετάζονται τα στοιχεία ενός συνόλου ως προς ένα ή περισσότερα χαρακτηριστικά του. Η 

αρχή αυτή ακολουθείται όταν, για παράδειγµα, ενδιαφερόµαστε να βγάλουµε συµπεράσµατα 

για: 

• Τον αριθµό των επισκεπτών των µουσείων κατά φύλο και ηλικία. 

• Τα ποσοστά της ανεργίας κατά οµάδα ηλικιών, φύλο και επίπεδο εκπαίδευσης. 

• Την τουριστική κίνηση στα ξενοδοχειακά καταλύµατα. 

• Τις συνέπειες του καπνίσµατος στην υγεία των καπνιστών, κ.τ.λ. 

• Τον αριθµό υπαλλήλων µιας επιχείρησης. 

Σε κάθε ένα από τα παραπάνω παραδείγµατα έχουµε ένα σύνολο και θέλουµε να εξετάσουµε 

τα στοιχεία του ως προς ένα ή περισσότερα χαρακτηριστικά τους. Ένα τέτοιο σύνολο 

ονοµάζεται πληθυσµός (population). Τα στοιχεία του πληθυσµού συχνά αναφέρονται και ως 

µονάδες ή άτοµα του πληθυσµού. Για να πάρουµε µια απόφαση για ένα πληθυσµό (για 

παράδειγµα., αν είναι αποδεκτό το ποσοστό των ελαττωµατικών λαµπτήρων που φτιάχνει ένα 

εργοστάσιο) συνήθως εξετάζουµε ένα µόνο µέρος (δηλ. µερικούς µόνο λαµπτήρες) από το 

σύνολο αυτό. Επιλέγουµε δηλαδή µια µικρή οµάδα ή ένα υποσύνολο του πληθυσµού, το 

οποίο καλείται δείγµα, απ’ όπου αντλούνται πληροφορίες για τα χαρακτηριστικά του 

συγκεκριµένου πληθυσµού, δηλαδή δείγµα είναι κάθε τµήµα του πληθυσµού. 



Τα χαρακτηριστικά τα οποία εξετάσουµε ένα πληθυσµό λέγονται µεταβλητές ( variables ) 

και τις συµβολίζουµε συνήθως µε κεφαλαία γράµµατα Χ, Υ, Ζ, Α, Β,… . Οι δυνατές τιµές 

που µπορεί να πάρει µια µεταβλητή λέγονται τιµές της µεταβλητής. Από την διαδοχική 

εξέταση των ατόµων του πληθυσµού ως προς ένα χαρακτηριστικό τους προκύπτει µια σειρά 

από δεδοµένα, που λέγονται στατιστικά δεδοµένα ή παρατηρήσεις.  

  Οι µεταβλητές χωρίζονται σε δύο βασικές κατηγορίες: 

• Σε ποιοτικές µεταβλητές, των οποίων οι τιµές τους δεν είναι αριθµοί. Τέτοιες είναι 

για παράδειγµα, η οµάδα αίµατος ( µε τιµές Α, Β, ΑΒ, Ο ), το φύλο ( µε τιµές αγόρι, κορίτσι ), 

οι συνέπειες του καπνίσµατος ( µε τιµές καρδιακά νοσήµατα, καρκίνος κτλ), καθώς επίσης 

και το ενδιαφέρον των µαθητών ή φοιτητών για τη στατιστική, που µπορεί να χαρακτηριστεί 

ως υψηλό, µέτριο ή χαµηλό. 

• Σε ποσοτικές µεταβλητές, των οποίων οι τιµές είναι αριθµοί και διακρίνονται σε: 

i. ∆ιακριτές µεταβλητές, που παίρνουν µόνο µεµονωµένες
3
 τιµές. Τέτοιες µεταβλητές είναι 

για παράδειγµα, ο αριθµός υπαλλήλων µιας επιχείρησης ( µε τιµές 1, 2, … ), το αποτέλεσµα 

της ρίψης ενός ζαριού ( µε τιµές 1, 2, …, 6 ) κτλ. 

ii. Συνεχείς µεταβλητές, που µπορούν να πάρουν οποιαδήποτε τιµή ενός διαστήµατος 

πραγµατικών αριθµών ( α, β ). Τέτοιες µεταβλητές είναι το ύψος και το βάρος των 

υπαλλήλων σε µια οικονοµική εταιρία, η διάρκεια µιας τηλεφωνικής κλήσης κτλ. 

   Επίσης ένας τρόπος για να πάρουµε τις απαραίτητες πληροφορίες που χρειαζόµαστε για 

κάποιο πληθυσµό είναι να εξετάσουµε όλα τα άτοµα ( στοιχεία ) του πληθυσµού ως προς το 

χαρακτηριστικό που µας ενδιαφέρει. Η µέθοδος αυτή συλλογής των δεδοµένων καλείται 

απογραφή. 

 

 

1.3 ΠΕΡΙΓΡΑΦΙΚΗ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ – ΕΠΑΓΩΓΙΚΗ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ 

 

    Ανάλογα µε τον τρόπο που χρησιµοποιούµε τη Στατιστική διακρίνουµε σήµερα δύο 

µεγάλους τοµείς της: την περιγραφική στατιστική και την επαγωγική στατιστική ή 

στατιστική συµπερασµατολογία. Ο πρώτος τοµέας η περιγραφική στατιστική περιλαµβάνει 

τις µεθόδους για τη συλλογή, ταξινόµηση, περιγραφή, παρουσίαση δεδοµένων µε πίνακες και 

γραφήµατα και στα οποία υπολογίζουµε τα στατιστικά µέτρα ( µέση τιµή, εύρος ). 

                                                 
3
 µεµονωµένες: αριθµήσιµο πλήθος τιµών 



 Ενώ ο δεύτερος τοµέας, η επαγωγική στατιστική ή στατιστική συµπερασµατολογία, που 

ασχολείται µε την εξαγωγή συµπερασµάτων που αφορούν το δείγµα, από το δείγµα στο 

πληθυσµό.  

    Οι βασικές τεχνικές σύνοψης και περιγραφής αριθµητικών δεδοµένων είναι οι πίνακες, τα 

διαγράµµατα και τα αριθµητικά µέτρα που θα αναλυθούν παρακάτω. 

                  

                                            

1.4 ΠΙΝΑΚΕΣ 

 

   Οι πίνακες είναι οι πλέον απλές τεχνικές σύνοψης και παρουσίασης δεδοµένων και 

χρησιµοποιούνται για την περιγραφή και κατανόηση µεταβλητών διαφόρων τύπων.             

Από απόψεως κατασκευής, ένας πίνακας ορίζεται από ένα νοητό πλέγµα γραµµών και 

στηλών, στο εσωτερικό του οποίου οργανώνονται τα δεδοµένα µε τρόπο συστηµατικό. 

Εποµένως παράδειγµα ενός πίνακα σύµφωνα µε τον παραπάνω ορισµό έχουµε ως εξής:                  

                                              

ΠΙΝΑΚΑΣ 1 

     Τοµέας αρµοδιοτήτων του κλάδου επαγγέλµατός τους 10 υπαλλήλων σε ένα κατάστηµα 

της ΕΘΝΙΚΗΣ ΤΡΑΠΕΖΑΣ ΕΛΛΑ∆ΟΣ Α.Ε.  

                         

                         α/α 

 ΚΛΑ∆ΟΣ ΕΠΑΓΓΕΛΜΑΤΟΣ   

ΥΠΑΛΛΗΛΩΝ 

                          1         ΟΙΚΟΝΟΜΟΛΟΓΟΣ 

                          2              ΤΑΜΕΙΑΣ 

                          3              ΛΟΓΙΣΤΗΣ 

                          4              ΤΑΜΕΙΑΣ 

                          5              ΤΑΜΕΙΑΣ 

                          6         ΟΙΚΟΝΟΜΟΛΟΓΟΣ 

                          7              ΛΟΓΙΣΤΗΣ 

                          8         ΟΙΚΟΝΟΜΟΛΟΓΟΣ 

                          9         ΟΙΚΟΝΟΜΟΛΟΓΟΣ 

                         10                ΤΑΜΕΙΑΣ 

                            

                       



1.4.1 ΠΙΝΑΚΕΣ ΣΥΧΝΟΤΗΤΩΝ 

 

      Οι πίνακες συχνοτήτων χρησιµοποιούνται για την παρουσίαση κατανοµών συχνοτήτων 

µεταβλητών όλων των τύπων. Αν πρόκειται για κατανοµές κατηγορικών ή διατεταγµένων 

µεταβλητών, οι πίνακες αυτοί αποτελούνται από το σύνολο των επιµέρους κατηγοριών ή 

τάξεων που περιλαµβάνει η µεταβλητή, µαζί µε τον αριθµό των παρατηρήσεων που 

αντιστοιχούν σε κάθε κατηγορία ή τάξη. Ο αριθµός των παρατηρήσεων που αντιστοιχούν σε 

κάθε κατηγορία ή τάξη µιας µεταβλητής, λέγεται απόλυτη συχνότητα ή απλά συχνότητα 

( frequency ) και ορίζεται ως εξής:  

     Ας υποθέσουµε ότι κxxx ,...,, 21  είναι οι τιµές µιας µεταβλητής Χ, που αφορά ένα δείγµα 

µεγέθους ν, νκ ≤ . Στην τιµή ix  αντιστοιχεί η απόλυτη συχνότητα iν , δηλαδή ο φυσικός 

αριθµός που δείχνει πόσες φορές εµφανίζεται η τιµή ix   της εξεταζόµενης µεταβλητής Χ στο 

σύνολο των παρατηρήσεων και έχουµε:  

                                          ....21 νννν κ =+++  

     Εάν διαιρέσουµε την συχνότητα iν   µε το µέγεθος ν του δείγµατος, προκύπτει η σχετική 

συχνότητα if  της τιµής ix , δηλαδή 

                           ,
ν
ν i

if =  .,...,2,1 κ=i  

     Για την σχετική συχνότητα ισχύουν οι ιδιότητες: 

     i) 10 ≤≤ if  για κ,...,2,1=i  αφού .0 νν ≤≤ i  

     ii) 1...21 =+++ κfff , αφού 

        .1
...

...... 2121
21 ==

+++
=+++=+++

ν
ν

ν
ννν

ν
ν

ν
ν

ν
ν κκ

κfff  

     Εποµένως σύµφωνα µε τα παραπάνω και µε τον πίνακα 1 έχουµε: 

     Για παράδειγµα για την µεταβλητή Χ: ‘‘κλάδος επαγγέλµατος υπαλλήλων’’ οι συχνότητες 

για τις τιµές 1x  = ΟΙΚΟΝΟΜΟΛΟΓΟΣ, 2x  = ΤΑΜΕΙΕΣ,  

3x  = ΛΟΓΙΣΤΗΣ είναι, αντίστοιχα:  

   ,41 =ν  ,42 =ν  23 =ν  µε 10321 =++ ννν . 

    Άρα η λύση του παραδείγµατος αυτού φαίνεται στον παρακάτω πίνακα 2. 

 

ΛΥΣΗ: Οπότε φτιάχνουµε έναν πίνακα συχνοτήτων   

 



ΠΙΝΑΚΑΣ 2  

     ΥΠΑΛΛΗΛΟΙ 

             ix  

  ΣΥΧΝΟΤΗΤΑ 

          iν  

   ΣΧΕΤΙΚΗ    

ΣΥΧΝΟΤΗΤΑ 

         if  

  ΣΧΕΤΙΚΗ 

ΣΥΧΝΟΤΗΤΑ 

       %if  

ΟΙΚΟΝΟΜΟΛΟΓΟΣ             4 
     4,0

10

4
=  

       40 

       ΤΑΜΕΙΑΣ             4 
     4,0

10

4
=  

       40 

     ΛΟΓΙΣΤΗΣ             2 
     2,0

10

2
=  

       20 

       ΣΥΝΟΛΟ            10             1        100 

 

∆ηλαδή έχουµε: ν = 10321 =++ ννν  

Για τους οικονοµολόγους έχουµε:  

4,0
10

41
1 ===

ν
ν

f  

Για τους ταµείες έχουµε: 

4,0
10

42
2 ===

ν
ν

f  

Ενώ για τους λογιστές έχουµε: 

 2,0
10

23
3 ===

ν
ν

f  

Άρα: 

           .12,04,04,0321 =++=++ fff  

 Συνήθως τις σχετικές συχνότητες if  τις εκφράζουµε επί τοις εκατό, οπότε συµβολίζονται µε 

%if , δηλαδή %if if×= 100 . 

  Συνεπώς  

 %,404,0100%1 =×=f %40%2 =f  και %20%3 =f  µε %100%%% 321 =++ fff . 

Ερµηνεία %if : Από τους 10 υπαλλήλους της ΕΘΝΙΚΗΣ ΤΡΑΠΕΖΑΣ ΤΗΣ ΕΛΛΑ∆ΟΣ Α.Ε. 

το 40%  των  αρµοδιοτήτων τους, στον  κλάδο επαγγέλµατός τους είναι οικονοµολόγοι και 

ταµείες , ενώ το 20% είναι λογιστές. 

 



1.4.2 ΑΘΡΟΙΣΤΙΚΕΣ ΣΥΧΝΟΤΗΤΕΣ 

 

Στην περίπτωση των ποσοτικών µεταβλητών εκτός από τις συχνότητες iν  και if  

χρησιµοποιούνται συνήθως και οι λεγόµενες αθροιστικές συχνότητες ( cumulative 

frequencies ) iN  και οι αθροιστικές σχετικές συχνότητες ( cumulative relative frequencies ) 

iF , οι οποίες εκφράζουν το πλήθος και το ποσοστό αντίστοιχα των παρατηρήσεων που είναι 

µικρότερες ή ίσες της τιµής ix . Συχνά οι iF  πολλαπλασιάζονται επί 100 εκφραζόµενες έτσι 

επί τοις εκατό, δηλαδή ii FF 100% = , ( πίνακας 3 ). Αν οι τιµές κxxx ,...,, 21  µιας ποσοτικής 

µεταβλητής Χ είναι σε αύξουσα διάταξη, τότε η αθροιστική συχνότητα της τιµής ix  είναι 

iiN ννν +++= ...21 . Οµοίως, η αθροιστική σχετική συχνότητα είναι ii fffF +++= ...21  , 

για .,...,2,1 κ=i  

 Για παράδειγµα, για την µεταβλητή Χ ‘‘ΥΠΑΛΛΗΛΟΙ’’ του πίνακα 2 είναι: 

,411 ==νN  844212 =+=+= ννN  και 103213 ==++= ννννN , οπότε  

4,011 == fF , 8,0212 =+= ffF  και 13213 =++= fffF , οπότε  

%,40%1 =F  %80%2 =F  και %100%3 =F . Άρα ισχύουν οι σχέσεις: 

,11 N=ν  1122 ,..., −−=−= κκκνν NNNN  

και  

     ,11 Ff =  1122 ,..., −−=−= κκκ FFfFFf . 

      

ΠΙΝΑΚΑΣ 3 

Κατανοµή συχνοτήτων και αθροιστικών συχνοτήτων της µεταβλητής ‘‘ΥΠΑΛΛΗΛΟΙ’’ της 

ΕΘΝΙΚΗΣ ΤΡΑΠΕΖΑΣ του πίνακα 2. 

                               

       

Υπάλληλοι 

       ix  

 

     

Συχνότητα 

    iν  

 

 Σχετ. 

Συχν.  

  if  

 

 Σχετ.   

 Συχν. 

%if  

 

Αθροιστ. 

 Συχνότ.    

   iN  

Αθροιστ. 

Σχετ. 

Συχν. 

  iF  

Αθροιστ. 

Σχετ. 

Συχν. 

 %iF  

Οικονοµολόγοι 4 0,4 40 4 0,4 40 

Ταµείας 4 0,4 40 8 0,8 80 

Λογιστής 2 0,2 20 10 1 100 

Σύνολο 10 1 100       _       _       _ 



 

1.4.3 ΠΙΝΑΚΕΣ ΣΥΧΝΟΤΗΤΩΝ ΜΕ ΟΜΑ∆ΟΠΟΙΗΜΕΝΑ ∆Ε∆ΟΜΕΝΑ 

 

Οι πίνακες συχνοτήτων και κατ’ αναλογίαν τα αντίστοιχα διαγράµµατα είναι δύσκολο να 

κατασκευαστούν, όταν το πλήθος των τιµών µιας µεταβλητής είναι αρκετά µεγάλο. Αυτό 

µπορεί να συµβεί είτε στην περίπτωση µιας διακριτής µεταβλητής είτε, πολύ περισσότερο, 

στην περίπτωση µιας συνεχούς µεταβλητής, όπου αυτή µπορεί να πάρει οποιαδήποτε τιµή 

στο διάστηµα ορισµού της. Σ’ αυτές τις περιπτώσεις είναι απαραίτητο να ταξινοµηθούν 

( οµαδοποιηθούν ) τα  δεδοµένα σε µικρό πλήθος οµάδων, που ονοµάζονται κλάσεις ( class 

intervals ), έτσι ώστε κάθε τιµή να ανήκει µόνο σε µία κλάση. Τα άκρα των κλάσεων 

καλούνται όρια των κλάσεων ( class boundaries ). Συνήθως υιοθετούµε την περίπτωση που 

µια κλάση περιέχει το κάτω άκρο της ( κλειστή αριστερά ) αλλά όχι το άνω άκρο της 

( ανοικτή δεξιά ), δηλαδή που οι κλάσεις είναι της µορφής    [ , ). Οι παρατηρήσεις κάθε 

κλάσης θεωρούνται όµοιες, οπότε µπορούν να “αντιπροσωπευθούν” από τις κεντρικές τιµές, 

τα κέντρα δηλαδή κάθε κλάσης. 

• Το πρώτο βήµα στην οµαδοποίηση των δεδοµένων είναι η εκλογή του αριθµού κ των 

οµάδων ή κλάσεων. Ο αριθµός αυτός συνήθως ορίζεται αυθαίρετα από τον ερευνητή 

σύµφωνα µε την πείρα του. Γενικά όµως µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως οδηγός ο 

παρακάτω πίνακας: 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 4 

Μέγεθος δείγµατος 

          ν  

Αριθµός κλάσεων 

         κ  

< 20 5 

5020 −  6 

10050 −  7 

200100 −  8 

400200 −  9 

700400 −  10 

1000700 −  11 

1000≥  12 

 



• Το δεύτερο βήµα είναι ο προσδιορισµός του πλάτους των κλάσεων. Πλάτος µιας 

κλάσης ονοµάζεται η διαφορά του κατωτέρου από το ανώτερο όριο της κλάσης. Στην 

πλειονότητα των πρακτικών εφαρµογών οι κλάσεις έχουν το ίδιο πλάτος. Φυσικά 

υπάρχουν και περιπτώσεις όπου επιβάλλεται οι κλάσεις να έχουν άνισο
4
 πλάτος, όπως, 

για παράδειγµα, στις κατανοµές εισοδήµατος, ηµερών απεργίας κτλ. Για να 

κατασκευάσουµε ισοπλατείς κλάσεις, χρησιµοποιούµε το εύρος ( range ) R  του 

δείγµατος, δηλαδή τη διαφορά της µικρότερης παρατήρησης από τη µεγαλύτερη 

παρατήρηση του συνολικού δείγµατος. Τότε υπολογίζουµε το πλάτος c  των κλάσεων 

διαιρώντας το εύρος R διά του αριθµού των κλάσεων ,κ  στρογγυλεύοντας, αν 

χρειαστεί για λόγους διευκόλυνσης, πάντα προς τα πάνω. 

• Το επόµενο βήµα είναι η κατασκευή των κλάσεων. Ξεκινώντας από την µικρότερη 

παρατήρηση, ή για πρακτικούς λόγους λίγο πιο κάτω από την µικρότερη παρατήρηση, 

και προσθέτοντας κάθε φορά το πλάτος c  δηµιουργούµε τις κ  κλάσεις. Αυτονόητο 

είναι ότι η µεγαλύτερη τιµή του δείγµατος θα ανήκει οπωσδήποτε στην τελευταία 

κλάση. 

• Τέλος, γίνεται η διαλογή των παρατηρήσεων. Το πλήθος των παρατηρήσεων iν  που 

προκύπτουν από τη διαλογή για την κλάση i  καλείται συχνότητα της κλάσης αυτής 

ή συχνότητα της κεντρικής τιµής ,ix  .,...,2,1 κ=i  

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ: Έστω ο παρακάτω πίνακας ο οποίος δείχνει το ύψος ( cm ) των 40 

εργαζοµένων της επιχείρησης singularlogic. 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 5 

170 180 178 165 170 168 175 175 173 162 

160 170 167 177 180 170 182 178 165 178 

[ 156 ] 175 172 173 167 187 170 180 178 [ 191 ] 

176 169 167 166 179 178 180 164 170 173 

 

 

ΛΥΣΗ:  

 Άρα R = µεγαλύτερη – µικρότερη παρατήρηση = 191 – 156 = 35. 

                                                 
4
 άνισο: διαφορετικό 



Επειδή έχουµε ν = 40 παρατηρήσεις, χρησιµοποιούµε κ = 6 κλάσεις. Το πλάτος των κλάσεων 

είναι: 

                          .683,5
6

35
≈===

κ
R

c  

Αν θεωρήσουµε ως αρχή της πρώτης κλάσης το 156, θα έχουµε τον επόµενο πίνακα 6. 

Πρέπει να προσεχτεί ότι: 

• Καµία παρατήρηση δεν µπορεί να µείνει έξω από κάποια κλάση. 

• Οι κεντρικές τιµές διαφέρουν µεταξύ τους όσο και το πλάτος των κλάσεων, που εδώ 

είναι ίσο µε 6. 

• Μία παρατήρηση που συµπίπτει µε το άνω άκρο µιας κλάσης θα τοποθετηθεί κατά τη 

διαλογή στην αµέσως επόµενη κλάση. Για παράδειγµα, ο εργαζόµενος µε ύψος 180 

θα τοποθετηθεί στην πέµπτη κλάση   [180, 186). 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 6 

 

Κλάσεις 

   [  - ) 

Κεντρικές      

   τιµές 

     ix  

 

Συχνότητα 

    iν  

Σχετική 

Συχνότητα 

      %if  

Αθροιστική 

συχνότητα 

   iN  

Αθροιστική 

σχετ. συχν. 

    %iF  

156-162 159 2 5 2 5 

162-168 165 8 20 10 25 

168-174 171 12 30 22 55 

174-180 177 11 27,5 33 82,5 

180-186 183 5 12,5 38 95 

186-192 189 2 5 40 100 

 Σύνολο 40 100      _       _ 

 

 

 

 

 

 

 



1.5 ∆ΙΑΓΡΑΜΜΑΤΑ 

 

Τα διαγράµµατα είναι γραφικές κατασκευές, οι οποίες όπως και οι πίνακες στοχεύουν στην 

παρουσίαση των αριθµητικών δεδοµένων. Είναι ευκολότερα στην ανάγνωσή τους σε σχέση 

µε τους πίνακες, υστερούν όµως έναντι αυτών ως προς το βαθµό λεπτοµέρειας που 

διασφαλίζουν κατά την παρουσίαση των δεδοµένων. Η υστέρηση αυτή των διαγραµµάτων 

έναντι των πινάκων αντισταθµίζεται
5
 από την αµεσότητα που έχουν τα διαγράµµατα ως προς 

τη γραφική απεικόνιση της πληροφορίας που περιέχουν τα δεδοµένα. 

 

                                   

1.5.1 ΡΑΒ∆ΟΓΡΑΜΜΑΤΑ 

 

Τα ραβδογράµµατα ( bar charts ) χρησιµοποιούνται για την γραφική παράσταση των τιµών 

µιας ποιοτικής µεταβλητής. Τα ραβδογράµµατα αποτελούνται από ορθογώνιες στήλες που οι 

βάσεις τους βρίσκονται πάνω στον οριζόντιο ή τον κατακόρυφο άξονα. Σε κάθε τιµή της 

µεταβλητής Χ αντιστοιχεί µια ορθογώνια στήλη της οποίας το ύψος είναι ίσο µε την 

αντίστοιχη συχνότητα ή σχετική συχνότητα. Έτσι έχουµε το ραβδόγραµµα συχνοτήτων και 

το ραβδόγραµµα σχετικών συχνοτήτων. Τόσο η απόσταση µεταξύ των στηλών όσο και το 

µήκος των βάσεων τους καθορίζονται αυθαίρετα.
6
 Στον πίνακα 7 έχουµε την κατανοµή 

συχνοτήτων της µεταβλητής Χ: ‘‘απασχόληση ωρών λειτουργίας διάφορων οικονοµικών 

επιχειρήσεων’’ και στα διαγράµµατα 1 ( α ), ( β ) τα αντίστοιχα ραβδογράµµατα συχνοτήτων 

και σχετικών συχνοτήτων. 

                                                 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                 
5
 αντισταθµίζω: ισορροπώ, εξισώνω. 

6
 αυθαίρετα: οικοδόµηµα 



ΠΙΝΑΚΑΣ 7 

Κατανοµή συχνοτήτων για την απασχόληση ωρών λειτουργίας διάφορων επιχειρήσεων  

            

           i  

 

Απασχόληση 

        ix          

 

 Συχνότητα    

      iν     

Σχετική 

συχνότητα 

        if  

Σχετική 

συχνότητα 

        %if  

           1  ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΗ  

          Α   

       

        6 

 

      0,15 

 

        15 

           2 ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΗ 

          Β 

 

        9 

 

     0,225 

 

       22,5 

           3 ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΗ 

          Γ 

 

       10 

 

      0,25 

 

        25 

           4 ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΗ 

         ∆ 

 

         7 

 

      0,175 

 

       17,5 

           5 ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΗ 

         Ε 

 

         8 

 

       0,2 

 

         20 

  ΣΥΝΟΛΟ          40           1         100 

 

 

 

 ∆ΙΑΓΡΑΜΜΑ 1 ( α ) 

 

0

2

4

6

8

10

12

ΕΠΙΧ/ΣΗ Α ΕΠΙΧ/ΣΗ Β ΕΠΙΧ/ΣΗ Γ ΕΠΙΧ/ΣΗ ∆ ΕΠΙΧ/ΣΗ Ε

χi

ν
i

νi

                                         

 

 



∆ΙΑΓΡΑΜΜΑ 1 ( β ) 

 

0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3

ΕΠΙΧ/ΣΗ Α

ΕΠΙΧ/ΣΗ Β

ΕΠΙΧ/ΣΗ Γ

ΕΠΙΧ/ΣΗ ∆

ΕΠΙΧ/ΣΗ Ε

χ
i

fi

fi

                                                  

  

 

1.5.2 ΙΣΤΟΓΡΑΜΜΑ 

 

Η αντίστοιχη γραφική παράσταση ενός πίνακα συχνοτήτων µε οµαδοποιηµένα δεδοµένα 

γίνεται µε το λεγόµενο ιστόγραµµα ( histogram ) συχνοτήτων. Στον οριζόντιο άξονα ενός 

συστήµατος ορθογωνίων αξόνων σηµειώνουµε, µε κατάλληλη κλίµακα, τα όρια των κλάσεων. 

Στη συνέχεια, κατασκευάζουµε διαδοχικά ορθογώνια ( ιστούς ), από καθένα από τα οποία 

έχει βάση ίση µε το πλάτος της κλάσης και ύψος τέτοιο, ώστε το εµβαδόν του ορθογωνίου να 

ισούται µε την συχνότητα της κλάσης αυτής. 

                            

 

1.5.3 ΠΟΛΥΓΩΝΟ ΣΥΧΝΟΤΗΤΩΝ 

                          

Το πολύγωνο συχνοτήτων ( frequency polygon ) είναι ένα παράγωγο διάγραµµα, το οποίο 

απορρέει
7
 από την κατασκευή ενός ιστογράµµατος. Κατασκευάζεται, αν σε ένα ιστόγραµµα 

( συχνοτήτων ή σχετικών συχνοτήτων ) ενώσουµε τα κέντρα των κορυφών των στηλών του. 

Η πολυγωνική γραµµή που θα προκύψει, ορίζει το αντίστοιχο πολύγωνο συχνοτήτων ή το 

πολύγωνο σχετικών συχνοτήτων. Θεωρητικά, όταν ο αριθµός των παρατηρήσεων αυξάνει 

απεριόριστα και το εύρος των διαστηµάτων ελαττώνεται, τότε το ιστόγραµµα και το 

πολύγωνο των συχνοτήτων ή σχετικών συχνοτήτων τείνουν να συµπέσουν σε µια συνεχή 

                                                 
7
 απορρέει: προκύπτει 



καµπύλη, η οποία ονοµάζεται καµπύλη συχνοτήτων ( frequency curve ). Τόσο το ιστόγραµµα 

όσο και το πολύγωνο συχνοτήτων, ουσιαστικά µεταφέρουν την ίδια πληροφορία για την 

κατανοµή της µεταβλητής στην οποία αναφέρονται. 

 Άρα το πολύγωνο συχνοτήτων µε βάση του παραδείγµατος από το ύψος των εργαζοµένων 

της singularlogic και από τα δεδοµένα του πίνακα 6 θα είναι το εξής διάγραµµα:  

                                                   

∆ΙΑΓΡΑΜΜΑ 2 

 

                                               

 

 

 

              

1.6 ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΑ ΠΕΡΙΓΡΑΦΙΚΑ ΜΕΤΡΑ 

 

Τα αριθµητικά περιγραφικά µέτρα είναι αντιπροσωπευτικές τιµές, οι οποίες περιγράφουν µε 

τρόπο ποσοτικό την κατανοµή µιας µεταβλητής. Τα µέτρα αυτά διακρίνονται σε µέτρα 

κεντρικής τάσης  ή θέσης και µέτρα διασποράς. 

                  

            

1.6.1 ΜΕΤΡΑ ΚΕΝΤΡΙΚΗΣ ΤΑΣΗΣ Η ΘΕΣΗΣ 

 

Κεντρική τάση ή θέση µιας οµάδας δεδοµένων είναι η ιδιότητα κατά την οποία οι τιµές µιας 

οµάδας τείνουν να συγκεντρωθούν γύρω από µια ορισµένη τιµή ( µέση τιµή ), η τιµή αυτή 



είναι το «κέντρο» της κατανοµής συχνοτήτων. Οι παράµετροι που συνοψίζουν
8
 τα δεδοµένα 

της παρατήρησης µε ένα αντιπροσωπευτικό αριθµό και µετράνε την κεντρική τάση των 

µετρήσεων που ονοµάζονται µέσοι όροι ή απλώς µέσοι. Οι µέσοι διακρίνονται σε δύο 

κατηγορίες: 

• Μέση κεντρικής τάσης στους οποίους περιλαµβάνονται ο αριθµητικός, ο γεωµετρικός 

και ο αρµονικός µέσος. 

• Μέση ( παράµετροι ) θέσης στους οποίους περιλαµβάνονται η διάµεσος, τα 

τεταρτηµόρια, τα δεκατηµόρια, τα εκατοστηµόρια και η επικρατούσα τιµή. 

 

                          

1.6.1.1 ΜΕΣΗ ΤΙΜΗ 

 

Το πλέον γνωστό και ευρύτερα χρησιµοποιούµενο µέτρο κεντρικής τάσης ή θέσης είναι η 

µέση τιµή. Η µέση τιµή ενός συνόλου ν παρατηρήσεων ορίζεται ως το άθροισµα των 

παρατηρήσεων διά του πλήθους των παρατηρήσεων. Όταν σε ένα δείγµα µεγέθους ν οι 

παρατηρήσεις µιας µεταβλητής Χ είναι νttt ,...,, 21 , τότε η µέση τιµή συµβολίζεται µε x  και 

δίνεται από την σχέση: 

                        ∑
∑

=

= ==
+++

=
ν

ν

ν

ννν 1

121 1...

i

i

i

i

t

t
ttt

x                   ( 1 ) 

όπου το σύµβολο ∑
=

ν

1i

it  παριστάνει µια συντοµογραφία του αθροίσµατος νttt +++ ...21  και 

διαβάζεται “άθροισµα των it  από 1=i  έως ν”. Συχνά, όταν δεν υπάρχει πρόβληµα σύγχυσης, 

συµβολίζεται και ως ∑ it  ή ακόµα πιο απλά µε ∑ t . 

  

Σε µια κατανοµή συχνοτήτων, αν κxxx ,...,, 21  είναι οι τιµές της µεταβλητής Χ µε συχνότητες 

κννν ,...,, 21  αντίστοιχα, η µέση τιµή ορίζεται ισοδύναµα από την σχέση: 

                  i

i

i

i

i

i

ii

x

x
xxx

x ν
νν

ν

ννν
ννν κ

κ

κ

κ

κκ ∑
∑

∑
=

=

= ==
+++

++
=

1

1

1

21

2211 1

...

...
              ( 2 ) 

Η παραπάνω σχέση ισοδύναµα γράφεται: 

                                                 
8
 συνοψίζουν: συντοµεύουν, συγκεφαλαιώνουν 



                                             i

i

i

i

i

i fxxx ∑∑
==

==
κκ

ν
ν

11

 

όπου if  οι σχετικές συχνότητες. 

 

                                   

1.6.1.2 ΣΤΑΘΜΙΚΟΣ ΜΕΣΟΣ 

 

Αν έχουµε µια σειρά ν τιµών νxxx ,...,, 21  και σε κάθε τιµή δώσουµε διαφορετική σηµασία 

που εκφράζονται από αριθµούς που λέγονται συντελεστές στάθµισης 

( βαρύτητας ), νwww ,..., 21  τότε ο µέσος όρος υπολογίζεται βάση του τύπου: 

                             

∑

∑

=

==
+++

+++
= ν

ν

ν

νν

1

1

21

2211

...

...

i

i

i

ii

w

wx

www

wxwxwx
x . 

                                   

                              

1.6.1.3 ∆ΙΑΜΕΣΟΣ 

 

Όταν οι τιµές µιας µεταβλητής ix  ταξινοµηθούν κατά την φυσική τους τάξη από την 

µικρότερη προς την µεγαλύτερη, τότε η διάµεσος είναι η τιµή εκείνη της µεταβλητής η οποία 

κατέχει την κεντρική θέση. Με άλλα λόγια διάµεσος είναι η τιµή της µεταβλητής η οποία 

χωρίζει το σύνολο τιµών της µεταβλητής σε δύο ισοπληθείς οµάδες. Συνεπώς κατά τις 

διαµέσου βρίσκονται το 50% των µεταβλητών και άνω τις διαµέσου τα υπόλοιπα 50% αυτών. 

Εποµένως η διάµεσος υπολογίζεται µε δύο τρόπους: 

1
ος

 τρόπος: ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ∆ΙΑΜΕΣΟΥ ΑΤΑΞΙΝΟΜΗΤΩΝ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ 

• Όταν το πλήθος των τιµών είναι µονός αριθµός. Στην περίπτωση αυτή, υπάρχει µόνο 

µια τιµή της µεταβλητής που κατέχει την κεντρική θέση. Η κεντρική αυτή τιµή είναι 

και η διάµεσος. 

π.χ.: 9=n  

164, 174, 166, 171, 159, 169, 186, 176, 178 

 

ΛΥΣΗ: Η διάµεσος υπολογίζεται εφόσον διαταχθούν οι τιµές κατ’ αύξουσα σειρά: 

159, 164, 166, 169, 171, 174, 176, 178, 186 

Άρα: 



           5
2

19

2

1
=

+
=

+n
, δηλαδή Μ = 171 

 

• Όταν το πλήθος των τιµών είναι ζυγός αριθµός. Στην περίπτωση αυτή δεν υπάρχει 

µόνο µια τιµή, η οποία κατέχει την κεντρική θέση, αλλά δύο τιµές ως τιµή της 

διαµέσου θεωρούµε τον µέσο όρο των τιµών, των δύο κεντρικών τιµών. 

 

π.χ.: 8=n  

159, 165, 166, 169, 171, 174, 176, 178 

 

ΛΥΣΗ: Η διάµεσος εδώ υπολογίζεται µεταξύ του 169 και 171 

Άρα: 

            5,4
2

18

2

1
=

+
=

+n
 

Εποµένως: 

             Μ = 170
2

171169
=

+
 . 

 

2
ος

 τρόπος: ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ∆ΙΑΜΕΣΟΥ ΤΑΞΙΝΟΜΗΜΕΝΩΝ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ ΣΕ 

ΚΑΤΑΝΟΜΗ ΣΥΧΝΟΤΗΤΩΝ 

Έχουµε: 

       




 Φ−
Ν

+=Μ i

i

x
2ν

δ
λ   

Όπου λx :  το κατώτερο όριο της τάξης που εντοπίζεται η διάµεσος 

δ: το πλάτος της τάξης που εντοπίζεται η διάµεσος 

iν : η συχνότητα της τάξης που εντοπίζεται η διάµεσος 

iΝ : το σύνολο συχνοτήτων της κατανοµής 

iΦ : η αµέσως µικρότερη του Ν / 2, δεξιόστροφη αθροιστική συχνότητα δηλαδή 

2

Ν
≤Φ i . 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ: ∆ίνεται ο πίνακας της κατανοµής 200 επιχειρήσεων ανάλογα µε το ύψος 

µηνιαίων πωλήσεων τους. 



 

                                                  ΠΙΝΑΚΑΣ 8 

Τάξεις αξία πωλήσεων 

     ( εκατ. ευρώ ) 

  Αριθµός επιχειρήσεων 

              iν  

 

              iΦ  

           4-6               10               10 

           6-8               20               30 

            8-10               30                 60 

           10-12               80                140 ← 

           12-14               30                170 

           14-16               20                190 

           16-18               10                200 

       ΣΥΝΟΛΟ              200                  _ 

 

 

ΛΥΣΗ: 

    100
2

200

2
==

Ν
  

Έπειτα πρέπει να εντοπίσω την τάξη στην οποία ανήκει η διάµεσος. Αυτό γίνεται ως εξής: 

Πηγαίνουµε στην στήλη iΦ   και βρίσκουµε την 100
η
 παρατήρηση που είναι στο 140 ανάµεσα 

στις τάξεις 10-12 και έχουµε: 

λx = 10. ∆ηλαδή που είναι η µικρότερη τιµή της τάξης την οποία και παίρνουµε 

iν  = 80 

δ = 2 

iΦ  = 60. ∆ηλαδή παίρνουµε την αµέσως πάνω τιµή. 

Οπότε  

        




 Φ−
Ν

+=Μ i

i

x
2ν

δ
λ  



       




 −+=Μ 60
2

200

80

2
10  

       ( )60100
40

1
10 −+=Μ  

        1140
40

1
10 =+=Μ εκατ. € 

Σηµαίνει ότι το 50% των επιχειρήσεων έχει αξία πωλήσεων µέχρι 11 εκατ. €, ενώ το 

υπόλοιπο των 50% έχει αξία πωλήσεων πάνω από 11 εκατ. €. 

 

                     

1.6.1.4 ΕΠΙΚΡΑΤΟΥΣΑ ΤΙΜΗ 

 

Είναι η τιµή της µεταβλητής που αντιστοιχεί στην µεγαλύτερη συχνότητα της κατανοµής γι’ 

αυτό ονοµάζεται σηµείο µεγαλύτερης συχνότητας και συµβολίζεται µε το 0Μ . Ο τύπος είναι 

ο εξής: 

21

1
0 ∆+∆

∆
+=Μ δλx  

λx : το κατώτερο όριο της τάξης στην οποία αντιστοιχεί µεγαλύτερη συχνότητα 

δ: το πλάτος της τάξης µε την µεγαλύτερη συχνότητα 

1∆ : ∆ιαφορά: Μεγαλύτερη συχνότητα – προηγούµενη 

2∆ : ∆ιαφορά: Μεγαλύτερη συχνότητα – επόµενη 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ: ∆ίνεται η κατανοµή 100 εργατών ανάλογα µε τα ηµεροµίσθια 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 9 

    ΗΜΕΡΟΜΙΣΘΙΑ   

    ΕΡΓΑΤΩΝ 

    ΤΑΞΕΙΣ 

       ΑΠΟΛΥΤΗ 

     ΣΥΧΝΟΤΗΤΑ 

              iν  

 

 

               iΦ   

      15-25               5                  5 

      25-35              13                     18 

      35-45              20                 38    

      45-55              35                 73 

      55-65              18                 91    

      65-75               7                 98 

      75-85               2                100 

    ΣΥΝΟΛΟ             100  

 

 

ΛΥΣΗ: 

 Εντοπίζουµε την µεγαλύτερη συχνότητα που αντιστοιχεί στο 73 και έχουµε: 

 λx = 45,  δ = 10, 1∆ = 35 – 20 = 15,  2∆ = 35 – 18 = 17. 

Άρα:  

        =
∆+∆

∆
+=Μ

21

1
0 δλx  

             =
+

+=
1715

15
1045  

             =+=
32

15
1045  

             6,4968,445 =+= € 

 Εποµένως το συνηθέστερο ηµεροµίσθιο είναι περίπου 49,6 €. 

 

 

 

 



1.6.2 ΜΕΤΡΑ ∆ΙΑΣΠΟΡΑΣ 

 

Οι παράµετροι που µετράνε πόσο συγκεντρωµένα είναι τα δεδοµένα γύρω από τον 

αριθµητικό µέσο, ονοµάζονται µέτρα διασποράς. Αυτά είναι: 

α) το εύρος µεταβολής: Είναι το απλούστερο µέτρο διασποράς και είναι η διαφορά ανάµεσα 

στην µεγαλύτερη ( Μ ) και στην µικρότερη ( m ) τιµή των δεδοµένων, δηλαδή R = M – m. Το 

R δεν θεωρείται αξιόπιστο µέτρο διασποράς, γιατί εξαρτάται µόνο από τις δύο ακραίες τιµές 

των στατιστικών δεδοµένων. Αυτό είναι το µεγάλο µειονέκτηµα του εύρους ως µέτρο 

διασποράς, διότι αν µια τιµή στα δεδοµένα µας είναι πολύ χαµηλή ή πολύ υψηλή τότε η τιµή 

αυτή θα επηρεάσει σηµαντικά το µέγεθος του εύρους. 

πλεονεκτήµατα: Το R µπορεί να χρησιµοποιηθεί σαν µέτρο διασποράς ορισµένων µεγεθών, 

τα οποία εµφανίζονται µε µορφή ανώτερων και κατώτερων τιµών όπως στα χρηµατιστήρια 

για τις τιµές των µετοχών κ.τ.λ. 

β) το ηµιενδοτεταρτηµοριακό εύρος: Στο διάστηµα ανάµεσα στα δύο τεταρτηµόρια 1Q  και 

3Q  περιλαµβάνονται τα 50% των τιµών της µεταβλητής. Τα υπόλοιπα 50% των τιµών 

βρίσκονται κάτω του 1Q  και πάνω του 3Q  . Εποµένως όσο µεγαλύτερη είναι η απόσταση 

ανάµεσα στο 1Q  και 3Q  τόσο µεγαλύτερη θα είναι και η διασπορά των τιµών της 

εξεταζόµενης µεταβλητής και αντίστροφα. Το µισό της διαφοράς  13 QQ −  αποτελεί ένα 

ακόµα µέτρο διασποράς που ονοµάζεται ηµιενδοτεταρτηµοριακό εύρος και υπολογίζεται 

βάση του τύπου:  

                                                      
2

13 QQ
Q

−
= .  

Το Q  ως µέτρο διασποράς πλεονεκτεί του εύρους, γιατί δεν επηρεάζεται από τις ακραίες 

τιµές της µεταβλητής και επιπλέον µπορεί να υπολογιστεί και στις ανοικτές κατανοµές 

συχνοτήτων. Το Q  ως µέτρο διασποράς έχει το µειονέκτηµα ότι δεν λαµβάνει υπόψη όλες τις 

τιµές της µεταβλητής. 

γ) Η µέση απόκλιση: Η µέση απόκλιση ορίζεται ως ο αριθµητικός µέσος των απολύτων 

αποκλίσεων ( διαφορά ) των τιµών µιας µεταβλητής ix   από τον µέσο αριθµητικό τους. Ο 

τύπος είναι: 

                  
n

xxi −Σ
=ΜΑ . 

 



ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ: Έστω ότι έχουµε τα ηµεροµίσθια 10 εργατών: 

ix  : 40, 42, 43,5 , 45, 47, 48, 50, 51,5 , 52, 53 

Να βρεθεί η µέση απόκλιση. 

 

 ΛΥΣΗ:  

2,47
10

472

10

53525,51504847455,434240
==

+++++++++
=x . 

7,3
10

2,4753...2,475,432,47422,4740
=

−++−+−+−
=ΜΑ € . 

Η διαφορά 3,7 € σηµαίνει ότι το ηµεροµίσθιο κάθε εργάτη διαφέρει κατά µέσο όρο, από το 

µέσο ηµεροµίσθιο κατά 3,7 €. Η µέση απόκλιση πλεονεκτεί από τα δύο επόµενα µέτρα 

διασποράς R και Q  γιατί λαµβάνει υπόψη όλες τις τιµές της µεταβλητής. 

δ) η διακύµανση: Ένας άλλος τρόπος για να υπολογίσουµε τη διασπορά των 

παρατηρήσεων νttt ,...,, 21  µιας µεταβλητής Χ θα ήταν να αφαιρέσουµε τη µέση τιµή x  από 

κάθε παρατήρηση και να βρούµε τον αριθµητικό µέσο των διαφορών αυτών, δηλαδή τον 

αριθµό: 

                        
( ) ( ) ( ) ( )

νν

ν

ν
∑
=

−
=

−++−+− 121 ... i

i xt
xtxtxt

. 

    Ο αριθµός όµως αυτός είναι ίσος µε µηδέν αφού: 

             
( ) ( ) ( )

0
...... 2121 =−=−
+++

=
−++−+−

xx
xtttxtxtxt

ν
ν

νν
νν . 

Γι’ αυτό, ως ένα µέτρο διασποράς παίρνουµε τον µέσο όρο των τετραγώνων των αποκλίσεων 

των it  από τη µέση τιµή τους x . Το µέτρο αυτό καλείται διακύµανση ή διασπορά 

( variance ) και ορίζεται από τη σχέση: 

                                          ( )∑
=

−=
ν

ν 1

22 1

i

i xts                            ( 1 ) 

Ο τύπος αυτός αποδεικνύεται ότι µπορεί να πάρει την ισοδύναµη µορφή: 
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η οποία διευκολύνει σηµαντικά τους υπολογισµούς κυρίως όταν η µέση τιµή  δεν είναι 

ακέραιος αριθµός.  

Όταν έχουµε πίνακα συχνοτήτων ή οµαδοποιηµένα δεδοµένα, η διακύµανση ορίζεται από την 

σχέση: 

                               ( ) i

i

i xxs ν
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κ 2

1

2 1
∑
=

−=                         ( 3 ) 

ή την ισοδύναµη µορφή: 
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όπου κxxx ,...,, 21  οι τιµές της µεταβλητής ( ή τα κέντρα των κλάσεων ) µε αντίστοιχες 

συχνότητες κννν ,...,, 21 .  

ε) η τυπική απόκλιση:  Αν πάρουµε  τη θετική τετραγωνική ρίζα της διακύµανσης, θα 

έχουµε ένα µέτρο διασποράς που θα εκφράζεται µε την ίδια µονάδα µέτρησης του 

χαρακτηριστικού, όπως ακριβώς είναι και όλα τα άλλα µέτρα θέσης, που εξετάσαµε έως τώρα. 

Η ποσότητα αυτή λέγεται τυπική απόκλιση ( standard deviation ), συµβολίζεται µε s και 

δίνεται από τη σχέση:   

                                                     2
ss = . 

στ) ο συντελεστής µεταβλητότητας: Ένα µέτρο το οποίο µας βοηθά στη σύγκριση οµάδων 

τιµών, που είτε εκφράζονται σε διαφορετικές µονάδες µέτρησης είτε εκφράζονται στην ίδια 

µονάδα µέτρησης, αλλά έχουν σηµαντικά διαφορετικές µέσες τιµές, είναι ο συντελεστής 

µεταβολής ή συντελεστής µεταβλητότητας ( coefficient of variation ), ο οποίος ορίζεται από 

το λόγο:  

                                           
x

s
CV = . 

Ο συντελεστής µεταβολής εκφράζεται επί τοις εκατό, είναι συνεπώς ανεξάρτητος από τις 

µονάδες µέτρησης και παριστάνει ένα µέτρο σχετικής διασποράς των τιµών και όχι της 

απόλυτης διασποράς, εκφράζει δηλαδή τη µεταβλητότητα των δεδοµένων απαλλαγµένη από 

την επίδραση της µέσης τιµής.  

 

 

 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2   ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΗΣΗ 

                    

2.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΗΝ ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΗΣΗ 

 

Σε διάφορα προβλήµατα της Στατιστικής το ενδιαφέρον µας εστιάζεται στην ταυτόχρονη 

µελέτη δύο ή περισσότερων µεταβλητών, για να προσδιορίσουµε µε ποιο τρόπο οι 

µεταβλητές αυτές σχετίζονται µεταξύ τους. Για παράδειγµα: 

• Η ηλικία και το βάρος ενός παιδιού έχουν κάποια θετική εξάρτηση ( συσχέτιση ) 

µεταξύ τους µε την έννοια ότι όσο πιο µεγάλο είναι το παιδί τόσο µεγαλύτερο βάρος 

θα έχει. 

• Η διάρκεια ζωής των ζώντων οργανισµών σε µια περιοχή και το ποσοστό µόλυνσης 

της περιοχής έχουν αρνητική εξάρτηση µεταξύ τους, µε την έννοια ότι όσο πιο µεγάλο 

είναι το ποσοστό µόλυνσης της περιοχής τόσο µικρότερη είναι η διάρκεια ζωής των 

οργανισµών που ζουν στην περιοχή. 

• Η συνολική παραγωγή ενός αγρού εξαρτάται από την ποσότητα λιπάσµατος που 

χρησιµοποιήθηκε, από τη θερµοκρασία και την υγρασία της περιοχής κτλ. 

• Το ύψος των αποδοχών των υπαλλήλων µιας εταιρίας εξαρτάται από τα χρόνια 

υπηρεσίας στην εταιρία, από το επίπεδο µόρφωση τους κτλ. 

Έτσι λοιπόν είναι ενδιαφέρον να εξεταστούν οι επιδράσεις που κάποιες µεταβλητές ασκούν 

σε κάποιες άλλες µεταβλητές. Η ύπαρξη µιας συναρτησιακής σχέσης (εξίσωσης) µεταξύ των 

µεταβλητών µπορεί να είναι εξαιρετικά πολύτιµη για την πρόβλεψη των τιµών µιας 

µεταβλητής από τις γνώσεις που διαθέτουµε για τις άλλες µεταβλητές, όταν ισχύουν κάποιες 

συγκεκριµένες συνθήκες. 

Ο κλάδος της Στατιστικής που εξετάζει τη σχέση µεταξύ δύο ή περισσότερων µεταβλητών µε 

απώτερο σκοπό την πρόβλεψη µιας απ’αυτές µέσω των άλλων χαρακτηρίζεται µε την 

ονοµασία ανάλυση παλινδρόµησης ( regression analysis ). Ιστορικά, ο όρος “regression” 

χρησιµοποιήθηκε για πρώτη φορά από τον Άγγλο ανθρωπολόγο Galton (1822-1911) το 1885. 

Ο Galton, κατά την µελέτη του ύψους των παιδιών σε σχέση µε το ύψος των γονέων 

διαπιστώθηκε ότι παιδιά ψηλών γονέων τείνουν, κατά µέσο όρο, να είναι κοντύτερα των 

γονιών τους, ενώ παιδιά κοντών γονέων τείνουν, κατά µέσο όρο, να γίνονται ψηλότερα των 

γονιών τους. 

 

                       



2.2 ΑΠΛΗ ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΗΣΗ 

 

Στην απλή παλινδρόµηση, χρησιµοποιούµε µόνο µια µεταβλητή Χ, και µια δεύτερη 

µεταβλητή Υ η οποία µπορεί να προσεγγιστεί ικανοποιητικά από µία συνάρτηση του Χ πχ. Υ 

να εκφράζεται µέσω της Χ ως Υ ≈ 3Χ + 5 

Χ: ανεξάρτητη µεταβλητή  

Υ: εξαρτηµένη µεταβλητή 

Επίσης, η παλινδρόµηση στην οποία υπάρχει µόνο µία ανεξάρτητη µεταβλητή καλείται απλή 

παλινδρόµηση. Για παράδειγµα:  

Η εύρεση της σχέσης µεταξύ της συνολικής παραγωγής ενός αγρού και της ποσότητας 

λιπάσµατος που χρησιµοποιήθηκε. 

 Τέλος για την εύρεση του κατάλληλου µοντέλου για την περιγραφή της σχέσης µεταξύ δύο 

µεταβλητών που µας ενδιαφέρουν, συνήθως ξεκινάµε κατασκευάζοντας το διάγραµµα 

διασποράς στο επίπεδο των παρατηρήσεων που διαθέτουµε. Σε ένα τέτοιο διάγραµµα οι τιµές 

της µεταβλητής Χ τοποθετούνται στον οριζόντιο άξονα και της µεταβλητής Υ στον 

κατακόρυφο άξονα. 

 

              

2.3 ΠΟΛΛΑΠΛΗ ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΗΣΗ 

 

Είναι η ανάλυση παλινδρόµησης µε µία εξαρτηµένη µεταβλητή και δύο ή περισσότερες 

ανεξάρτητες µεταβλητές. Για παράδειγµα: 

Η εύρεση της σχέσης µεταξύ της συνολικής παραγωγής ενός αγρού και της ποσότητας 

λιπάσµατος που χρησιµοποιήθηκε, της θερµοκρασίας της περιοχής και της υγρασίας της 

περιοχής. 

                               

                  

2.3.1 ΜΟΝΤΕΛΑ ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΗΣΗΣ 

   

1. Το πιθανοθεωρητικό µοντέλο πολλαπλής παλινδρόµησης είναι: 

                           y = εββββα κκ +++++ xxxx ... 332211  

όπου: 



          y: η τιµή της εξαρτηµένης µεταβλητής 

         :α  η σταθερά της παλινδρόµησης 

        :1β ο συντελεστής ευαισθησίας της πρώτης ανεξάρτητης µεταβλητής 

        :2β  ο συντελεστής ευαισθησίας της δεύτερης ανεξάρτητης µεταβλητής 

       :κβ  ο συντελεστής ευαισθησίας της κ-ανεξάρτητης µεταβλητής 

        κ:  ο αριθµός των ανεξάρτητων µεταβλητών 

        ε: το σφάλµα της πρόβλεψης. 

 

 2. Το εκτιµώµενο µοντέλο παλινδρόµησης έχει την µορφή: 

                         κκββββα xxxxy ˆ...ˆˆˆˆˆ
332211 +++++=  

όπου: 

         ŷ : η προβλεφθείσα τιµή της y 

        :α̂  η εκτίµηση της σταθεράς της παλινδρόµησης 

       :ˆ
1β  η εκτίµηση του συντελεστή της πρώτης παλινδρόµησης 

       :ˆ
2β  η εκτίµηση του συντελεστή της δεύτερης παλινδρόµησης 

       :ˆ
κβ  η εκτίµηση του συντελεστή κ της παλινδρόµησης 

        κ:  ο αριθµός των ανεξάρτητων µεταβλητών. 

 

3. Το πολλαπλό µοντέλο παλινδρόµησης µε δύο ανεξάρτητες µεταβλητές ( πρώτης τάξης ) 

Εδώ έχουµε: 

α) Μοντέλο Πληθυσµού:   

                   y = εββα +++ 2211 xx  

όπου: 

        :α  η σταθερά της παλινδρόµησης 

       :1β ο συντελεστής ευαισθησίας της πρώτης ανεξάρτητης µεταβλητής 

       :2β  ο συντελεστής ευαισθησίας της δεύτερης ανεξάρτητης µεταβλητής 

        ε: το σφάλµα πρόβλεψης. 

 

β) Εκτιµώµενο µοντέλο: 

                                     2211
ˆˆˆˆ xxy ββα ++=  

όπου: 



         ŷ: η προβλεπόµενη τιµή της y 

        :α̂  η εκτίµηση της σταθεράς της παλινδρόµησης 

       :ˆ
1β  η εκτίµηση του συντελεστή ευαισθησίας της πρώτης παλινδρόµησης 

       :ˆ
2β  η εκτίµηση του συντελεστή ευαισθησίας της δεύτερης παλινδρόµησης. 

 

 

2.3.2 ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗ ΤΟΥ ΜΟΝΤΕΛΟΥ ΠΟΛΛΑΠΛΗΣ 

ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΗΣΗΣ 

 

Τέλος, εδώ έχουµε της εξής περιπτώσεις: 

α) Συνολικός έλεγχος του µοντέλου: 

Υπόθεση µηδέν ( Η0 ): 0...321 ===== κββββ . 

Εναλλακτική Υπόθεση ( Η1 ): Τουλάχιστον ένας από τους συντελεστές παλινδρόµησης 

είναι ≠ 0. 

β) Έλεγχος σηµαντικότητας µεµονωµένων συντελεστών της παλινδρόµησης: 

  Η0: 01 =β       Η0: 02 =β          Η0: 03 =β      και         Η0: 0=κβ            

  Η1: 01 ≠β       Η1: 02 ≠β          Η1: 03 ≠β                    Η1: .0≠κβ  

 

 

                

2.4 ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΗΣΗ 

 

Είναι µία τεχνική προσδιορισµού µίας ποσοτικής ( µαθηµατικής ) έκφρασης, για την 

περιγραφή του τρόπου αλληλοσυσχέτισης µεταξύ δύο ή περισσοτέρων µεταβλητών. 

                                                xy βα +=  

 Η παραπάνω σχέση αποτελεί το ‘‘γραµµικό µοντέλο’’  στο οποίο θεωρούµε ότι µεταξύ 

των x και y υπάρχει σχέση αιτίου ή αποτελέσµατος, η οποία προσδιορίζεται µε τον 

υπολογισµό των τιµών των σταθερών ποσοτήτων α και β. Η µεταβλητή x  λέγεται 

ανεξάρτητη ( αίτιο ) και η y εξαρτηµένη ( αποτέλεσµα ), διότι προσδιορίζεται έµµεσα βάσει 

των τιµών της x , από την σχέση: 

                                                    xy βα +=  



Επίσης η χρησιµότητα της γραµµικής παλινδρόµησης είναι εξαιρετικά χρήσιµη στην 

∆ιοίκηση των Επιχειρήσεων γιατί υπάρχει πληθώρα καταστάσεων συµµεταβαλλοµένων 

καταστάσεων, που µπορούν να µελετηθούν. 

 Π. χ. Οι πωλήσεις σχετίζονται άρα και συµµεταβάλλονται µε τα πάγια και τα µεταβλητά 

έξοδα παραγωγής καθώς και µε τα έξοδα διαφήµισης, τον αριθµό των πωλητών κτλ. 

 Επιπρόσθετα πρέπει να αναφέρουµε και τη µελέτη της γραµµικής παλινδρόµησης η οποία 

µπορεί να περιλάβει τις ακόλουθες ενότητες: 

• ∆ιάγραµµα διασποράς. 

• Μέθοδος ελαχίστων τετραγώνων. 

• Συντελεστής γραµµικής συσχέτισης του Pearson. 

• Συντελεστής προσδιορισµού. 

• Έλεγχος καταλληλότητας µοντέλου – ανάλυση υπολοίπων. 

Όλα αυτά τα παραπάνω που αναφέρουµε συνοψίζονται στο επόµενο κεφάλαιο που θα 

ακολουθήσει. 

  Τέλος, υπάρχουν αρκετά αυστηρές προϋποθέσεις για να χρησιµοποιηθεί η γραµµική 

παλινδρόµηση που είναι τα εξής: 

• Γραµµικότητα: Η εξαρτηµένη µεταβλητή y πρέπει να συσχετίζεται κατά τρόπο 

γραµµικό µε την ανεξάρτητη µεταβλητή x ( ή µε κάθε µία από τις ανεξάρτητες 

µεταβλητές, σε πολλαπλή παλινδρόµηση). 

 Αυτή ή απαίτηση, που εµφανίζεται πολύ περιοριστική, πολλές φορές µπορεί να    

παρακαµφθεί σε περιπτώσεις που µη γραµµικές συσχετίσεις µπορούν να    µετασχηµατισθούν 

σε γραµµικές ( Π. χ. η σχέση 263 xy += µετασχηµατίζεται σε γραµµική αν θέσουµε zx =2 ). 

Το διάγραµµα διασποράς, είναι ιδιαίτερα βοηθητικό στην ( οπτική ) αναγνώριση της 

συσχέτισης των x και y. 

• Οµοσκεδασµός: Ονοµάζεται η απαίτηση να υπάρχει σταθερή διακύµανση µεταξύ 

των πραγµατικών τιµών iy  και αυτών που υπολογίζονται από την παλινδρόµηση iŷ . 

• Ανεξαρτησία σφαλµάτων: Τα κατάλοιπα, ή ανερµήνευτα σφάλµατα της γραµµικής 

παλινδρόµησης ( δηλαδή τα ii yy ˆ−  ), πρέπει να είναι ανεξάρτητα µεταξύ τους. Σε 

αντίθετη περίπτωση λέµε ότι υπάρχει ‘‘αυτοσυσχέτιση’’ µεταξύ διαδοχικών τιµών 

καταλοίπων. Η ύπαρξη αυτοσυσχέτισης σηµαίνει ότι έχει παραληφθεί κάποια 

σηµαντική ανεξάρτητη µεταβλητή από τη συνάρτηση παλινδρόµησης ( και έτσι τα 

σφάλµατα δεν έχουν τυχαία διακύµανση ). 



• Κανονική κατανοµή σφαλµάτων: Η µη ύπαρξη συσχέτισης στα σφάλµατα 

δηµιουργεί συνθήκες κανονικής κατανοµής. Συνήθως, όταν έχουµε πάνω από 30 

παρατηρήσεις υπάρχει µεγάλη πιθανότητα τα σφάλµατα να ακολουθούν την κανονική 

κατανοµή. 

• Ανυπαρξία Πολυσυγγραµµικότητας: Η πολυσυγγραµµικότητα είναι ένα φαινόµενο, 

που συµβαίνει στην πολλαπλή γραµµική παλινδρόµηση, όταν δύο ή περισσότερες 

ανεξάρτητες µεταβλητές έχουν µεταξύ τους υψηλό βαθµό συσχέτισης, µε αποτέλεσµα 

να υπάρχει επίδραση στη διαµόρφωση των τιµών της εξαρτηµένης µεταβλητής. 

 

 

2.5 ΜΗ ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΗΣΗ 

 

Η ύπαρξη γραµµικής σχέσης µεταξύ της µέσης τιµής Υ και των τιµών της ανεξάρτητης 

µεταβλητής Χ ( δηλαδή σχέση της µορφής xYE 1)( βα +=  ), ελέγχεται γραφικά αν 

κατασκευάσουµε το διάγραµµα διασποράς των διαθέσιµων δεδοµένων 

),,( ii yx ν,...,2,1=i  και παρατηρήσουµε κατά πόσο τα απεικονιζόµενα σηµεία βρίσκονται 

«περίπου» γύρω από µια ευθεία. Αν διαπιστώσουµε ότι η µεταβλητή απόκρισης Υ δεν 

προσεγγίζεται ικανοποιητικά µέσω ενός γραµµικού συνδυασµού της ανεξάρτητης 

µεταβλητής τότε προσπαθούµε, είτε να εκµεταλλευτούµε τη φυσική περιγραφή του 

προβλήµατος για τον προσδιορισµό της σχέσης των Χ και Υ, ή να παρατηρήσουµε το 

διάγραµµα διασποράς, ώστε να αναγνωρίσουµε τη γραφική παράσταση κάποιας γνωστής 

µαθηµατικής συνάρτησης την οποία χρησιµοποιούµε στη συνέχεια για να προσαρµόσουµε τα 

δεδοµένα µας. 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ: Ο παρακάτω πίνακας δίνει τον πληθυσµό µιας περιοχής για διάστηµα µιας 

εικοσαετίας. Στον πίνακα έχει καταγραφεί η ανεξάρτητη µεταβλητή Χ η οποία µετράει έτη, 

χρησιµοποιώντας ως έτος αναφοράς το 1990 ( η τιµή 11 =x  αντιστοιχεί στο έτος 1990 + 1 = 

1991 κ.ο.κ. ) και η εξαρτηµένη µεταβλητή Υ που δίνει τον πληθυσµό της περιοχής στο 

αντίστοιχο έτος. 

 

                                                   

 

 



 ΠΙΝΑΚΑΣ 1 

i  1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Χρόνος 

( Χ ) 

1 3 10 11 12 13 17 18 19 

Πληθυσµός 

( Υ ) 

470 770 3460 4110 4870 6000 13760 18400 22020 

 

ΛΥΣΗ: 

 

 ∆ΙΑΓΡΑΜΜΑ 1 

 

Τα σηµεία που απεικονίζονται στο διάγραµµα διασποράς φαίνεται να µην προσεγγίζονται 

ικανοποιητικά από µια ευθεία, οπότε η προσαρµογή ενός γραµµικού µοντέλου της µορφής 

ii xy 1βα +=  δεν αναµένεται να είναι καλή. 

 

 

 

 



ΠΙΝΑΚΑΣ 2 

 

Coefficients
a
 

Model 

Unstandardized Coefficients 

Standardized 

Coefficients 

t Sig. B Std. Error Beta 

1 (Constant) -4548,011 2905,252  -1,565 ,161 

x 1103,770 223,702 ,881 4,934 ,002 

a. Dependent Variable: y 

 

Από τον παραπάνω πίνακα βλέπουµε ότι η εξίσωση παλινδρόµησης είναι: 

                                    xy 770,1103011,4548ˆ +−=  

Στην συνέχεια κατασκευάζουµε τον παρακάτω πίνακα για να βρούµε την διαφορά των 

σφαλµάτων που υπάρχει µεταξύ της εξαρτηµένης µεταβλητής Υ και της ανεξάρτητης 

µεταβλητής x . 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 3 

ix  iy  ∗
iε̂  

1 470 1,34332 

3 770 0,62215 

10 3460 –0,81131 

11 4110 –0,92931 

12 4870 –1,02082 

13 6000 –1,01725 

17 13760 –0,12857 

18 18400 0,88961 

19 22020 1,66534 
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Η µη καταλληλότητα του απλού γραµµικού µοντέλου για τα δεδοµένα του παραδείγµατος, 

φαίνεται ξεκάθαρα από το παραπάνω διάγραµµα υπολοίπων. 

 Από την επιστήµη της ∆ηµογραφίας είναι γνωστό ότι, ένα κατάλληλο µοντέλο για την 

περιγραφή της διαχρονικής εξέλιξης των πληθυσµών είναι το λεγόµενο εκθετικό µοντέλο, 

σύµφωνα µε το οποίο το µέγεθος Υ του πληθυσµού µετά από πάροδο Χ ετών ( σε σχέση µε 

ένα συγκεκριµένο έτος αναφοράς ) δίνεται προσεκτικά από τον τύπο: 

                                                        x
eY

⋅⋅Α≅ β . 

 Εποµένως, αυτό που ήδη παρατηρήσαµε, δηλαδή ότι η σχέση µεταξύ της µεταβλητής 

απόκρισης Υ ( µέγεθος πληθυσµού ) και της ανεξάρτητης µεταβλητής Χ ( χρονική απόκλιση 

από το έτος αναφοράς ) δεν είναι γραµµική, επιβεβαιώνεται και από την ∆ηµογραφική 

θεωρία. 

 Αν λογαριθµίσουµε την προσεγγιστική σχέση  x
eY

⋅⋅Α≅ β  θα πάρουµε 

                                         xY ⋅+Α≅ βlnln  

και µπορούµε να γράψουµε την τελευταία στη µορφή: 

                                             εβα +′⋅+=′ xY 1  



όπου  

                         ,lnYY =′  ,xx =′  ,lnΑ=α  και ββ =1 . 

Ο νέος όρος που προστέθηκε, δίνει την απόκλιση µεταξύ του YY ln=′ και του γραµµικού 

τµήµατος xx ⋅+Α=′⋅+ ββα ln1  ώστε να αποκατασταθεί η ισότητα µεταξύ των Y ′  και 

.1 x′⋅+ βα  Έτσι φτάνουµε σε ένα πρότυπο όµοιο µε το απλό γραµµικό µοντέλο και 

µπορούµε να το µελετήσουµε µε τις τεχνικές που έχουν αναπτυχθεί για αυτό. 

 Η ανάλυση του µοντέλου γίνεται χρησιµοποιώντας, αντί των αρχικών δεδοµένων ,ix iy , 

ν,...,2,1=i  τα λεγόµενα µετασχηµατισµένα δεδοµένα ,
′

ix
′

iy , ν,...,2,1=i  τα οποία 

προκύπτουν τροποποιώντας τα αρχικά σύµφωνα µε τους τύπους που µας βοήθησαν να 

καταλήξουµε στο γραµµικό µοντέλο. 

 

 

 

 

 

 

             

 

   

  

 

 

           

 

           

 

 

 

     

           

  

     

    



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 ΑΠΛΗ ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΗΣΗ 

 

3.1 ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ 

 

Η απλούστερη περίπτωση παλινδρόµησης είναι η απλή γραµµική παλινδρόµηση (simple 

linear regression), κατά την οποία υπάρχει µόνο µια ανεξάρτητη µεταβλητή X ( independent 

or input variable ), και η εξαρτηµένη µεταβλητή Y ( dependent or response variable ), η οποία 

µπορεί να προσεγγιστεί ικανοποιητικά από µία γραµµική συνάρτηση του X. 

 Η εκτίµηση των τιµών της µεταβλητής Υ από τις τιµές της Χ, δια µέσου του υποδείγµατος 

της απλής γραµµικής παλινδρόµησης, µπορεί να γίνει όταν διασφαλίζονται οι εξής 

προϋποθέσεις: 

1. Ο προσδιορισµός των τιµών της µεταβλητής Χ γίνεται χωρίς σφάλµα. Επειδή στην 

πραγµατικότητα καµία συνεχής µέτρηση δεν είναι απαλλαγµένη σφαλµάτων, η παραδοχή 

αυτή υπονοεί ότι το µέγεθος του σφάλµατος κατά τη µέτρηση της Χ είναι αµελητέο. 

2. Σε κάθε τιµή της Χ αντιστοιχεί ένας υπο-πληθυσµός τιµών της Υ, ο οποίος ακολουθεί την 

κανονική κατανοµή. 

3. Οι διακυµάνσεις των υπο-πληθυσµών της Υ που ορίζονται για τις διάφορες τιµές της Χ, 

είναι ίσες. Η κοινή διακύµανση των υπο-πληθυσµών της Υ συµβολίζεται µε  

xy
2σ . Η παραδοχή της ισότητας των διακυµάνσεων των τιµών της Υ, ονοµάζεται 

οµοσκεδαστικότητα ( homoscedasticity ) και είναι ανάλογη µε την παραδοχή της ισότητας 

των διακυµάνσεων. 

4. Οι µέσες τιµές των υπο-πληθυσµών της Υ συνδέονται µε τις αντίστοιχες τιµές της Χ, δια 

µέσου µιας γραµµικής σχέσης της µορφής: 

                                                      x
xy

βαµ += , 

όπου 
xy

µ  είναι η µέση τιµή του υπο-πληθυσµού της Υ που αντιστοιχεί σε µια συγκεκριµένη 

τιµή x της µεταβλητής Χ. Οι ποσότητες α και β ονοµάζονται πληθυσµιακοί συντελεστές της 

παλινδρόµησης. Το παραπάνω υπόδειγµα ορίζει µια ευθεία γραµµή, επί της ουσίας είναι 

τοποθετηµένες οι µέσες τιµές 
xy

µ  των διάφορων υπο-πληθυσµών της Υ. Η ευθεία αυτή 

ονοµάζεται πληθυσµιακή ευθεία της παλινδρόµησης. Γεωµετρικά οι συντελεστές α και β 

αναπαριστούν αντίστοιχα την τεταγµένη στο σηµείο 0 και την κλίση της ευθείας της 

παλινδρόµησης ( σχήµα 1 ). 



 

ΣΧΗΜΑ 1 

 

5. Οι τιµές της Υ είναι ανεξάρτητες η µία της άλλης. 

     Όλες οι προηγούµενες προϋποθέσεις συνοψίζονται στην παρακάτω εξίσωση, η οποία 

ονοµάζεται υπόδειγµα της απλής γραµµικής παλινδρόµησης: 

                                        εβα ++= xy , 

όπου y  είναι µια οποιαδήποτε τιµή του υπο-πληθυσµού των τιµών της Υ που αντιστοιχεί 

στην τιµή x , και ,α β  είναι οι πληθυσµιακοί συντελεστές της παλινδρόµησης. 

   Αν επιλύσουµε την προηγούµενη εξίσωση ως προς ε , έχουµε: 

                                 ( )
xy

yxy µβαε −=+−= . 

   Η ποσότητα ε , η οποία ονοµάζεται σφάλµα, εκφράζει τη διαφοροποίηση της y  από τη 

µέση τιµή του υπο-πληθυσµού της Υ στον οποίο αυτή ανήκει, ή, αλλιώς εκφράζει την 

απόκλιση
9
 της y  από την ευθεία της παλινδρόµησης. Ως συνέπεια της παραδοχής ότι οι 

διάφοροι υπο-πληθυσµοί της Υ ακολουθούν κανονική κατανοµή µε κοινή διακύµανση, οι 

ποσότητες ε για κάθε τιµή Χ ακολουθούν επίσης κανονική κατανοµή µε διακύµανση ίση µε 

την κοινή διακύµανση xy
2σ  των αντίστοιχων υπο-πληθυσµών της Υ.  

  Επιπλέον, από τον ορισµό των σφαλµάτων προκύπτει ότι η µέση τιµή τους είναι ίση µε 0. 

  Εποµένως οι κυριότερες βασικές έννοιες που θα ασχοληθούµε σε αυτό το κεφάλαιο και οι 

πιο σηµαντικές που αναλύονται παρακάτω είναι οι έξης: 

                                                 
9
 απόκλιση: διαφοροποίηση ως προς αυτό που θεωρείται δεδοµένο 



Το διάγραµµα διασποράς, η µέθοδος ελαχίστων τετραγώνων, ο συντελεστής γραµµικής 

συσχέτισης του Pearson και ο συντελεστής προσδιορισµού. 

 

                         

3.2 ∆ΙΑΓΡΑΜΜΑ ∆ΙΑΣΠΟΡΑΣ 

 

  Ο προσδιορισµός της σχέσης µεταξύ δύο συνεχών µεταβλητών ονοµάζεται διάγραµµα 

διασποράς ( scatter plots ). Τα διαγράµµατα αυτά µπορούν να κατασκευαστούν για κάθε 

ζεύγος συνεχών τυχαίων µεταβλητών οι οποίες υπολογίζονται στο ίδιο σύνολο 

παρατηρήσεων. 

 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ: Ο παρακάτω πίνακας 1 δίνει τα ύψη Χ ( σε cm) και τα βάρη Υ ( σε kg) των 

18 µαθητών. Οι τιµές του ύψους δίνονται σε αύξουσα σειρά. 

                                                 

ΠΙΝΑΚΑΣ 1 

         ΜΑΘΗΤΗΣ            ΥΨΟΣ 

               Χ 

             ΒΑΡΟΣ 

                  Υ 

                Α              170                  58 

                Β              172                  60 

                Γ              173                  67 

                ∆              175                  72 

                Ε              176                  65 

                Ζ              177                  81 

                Η              178                  73 

                Θ              178                  74 

                 Ι              178                  73 

                Κ              178                  68 



                Λ              179                  76 

                Μ              180                  68 

                Ν              180                  80 

                Ξ              180                  70 

                Ο              180                  85 

                Π              182                  71 

                Ρ              187                  85 

                Σ              191                  86 

 

Στο παράδειγµα αυτό έχουµε την περίπτωση όπου σε κάθε άτοµο (µαθητή) γίνονται δύο 

µετρήσεις. ∆ηλαδή το δείγµα αποτελείται από τα ζεύγη τιµών των συνεχών µεταβλητών 

X (ύψος) και Y (βάρος). 

Αν παραστήσουµε τα ζεύγη ( x, y ) των παρατηρήσεων σε ένα σύστηµα ορθογώνιων αξόνων, 

παρατηρούµε ότι προκύπτει µία “διασπορά” των σηµείων που αντιστοιχούν στους µαθητές 

που εξετάζουµε. Η παράσταση αυτή των σηµείων καλείται διάγραµµα διασποράς.  

 

∆ΙΑΓΡΑΜΜΑ 1 

                                  

 



 Στο παράδειγµα αυτό το διάγραµµα διασποράς δείχνει, γενικά, ότι οι ψηλοί µαθητές είναι 

συνήθως και πιο βαρείς. Για παράδειγµα, ο Ν είναι ψηλότερος και βαρύτερος από τον Κ, ο 

Π είναι ψηλότερος και βαρύτερος από τον Κ, αλλά υπάρχουν και εξαιρέσεις, όπως ο Π είναι 

ψηλότερος από τον Ν αλλά ο Ν είναι βαρύτερος από τον Π. 

   Τέλος από το διάγραµµα διασποράς του παραδείγµατος φαίνεται καθαρά ότι υπάρχει µία 

σχέση ανάµεσα στο ύψος Χ και το βάρος Υ των 18 µαθητών. Τα σηµεία ( x, y ) είναι 

συγκεντρωµένα περίπου γύρω από µία ευθεία, δηλαδή η σχέση µεταξύ  των Χ και Υ είναι 

κατά προσέγγιση γραµµική. Από τον ορισµό της απλής γραµµική παλινδρόµησης, µπορούµε 

να θεωρήσουµε τη µία µεταβλητή ως ανεξάρτητη µεταβλητή και την άλλη ως 

εξαρτηµένη. Εδώ θεωρούµε ως ανεξάρτητη µεταβλητή το ύψος Χ και ως εξαρτηµένη 

µεταβλητή το βάρος Υ, οπότε η ευθεία που θα προσαρµόζεται καλύτερα στα σηµεία αυτά 

καλείται ευθεία παλινδρόµησης της Υ πάνω στη Χ. 

 Οπότε η εξίσωση µιας ευθείας δίνεται από τη σχέση: 

                                               xy βα +=                             ( 1 )  

όπου α  και β  είναι παράµετροι τις οποίες θέλουµε να υπολογίσουµε, έτσι ώστε η ευθεία 

που θα προκύψει να µας δίνει όσο το δυνατόν την καλύτερη περιγραφή της σχέσης 

( εξάρτησης ) που υπάρχει µεταξύ των µεταβλητών X και Y.  

   Η παράµετρος α  µας δίνει το σηµείο ( )α,0 , όπου η ευθεία αυτή τέµνει τον άξονα yy′  ενώ 

η παράµετρος β  παριστάνει το συντελεστή διεύθυνσης της ευθείας. 

 Για να βρούµε τα α  και β , εργαζόµαστε ως εξής: 

• Επιλέγουµε δύο σηµεία, έστω τα Γ( 173, 67 ) και Σ( 191, 86 )  

• Αντικαθιστούµε τις συντεταγµένες ( x, y ) των σηµείων αυτών στην ( 1 ), οπότε 

προκύπτει το σύστηµα: 

                               




+=

+=

22

11

βχα

βχα

y

y





+=

+=
⇔

βα
βα

19186

17367
 

• Επιλύοντας το σύστηµα αυτό βρίσκουµε 6,115−=α  και 06,1=β  οπότε η εξίσωση 

της ευθείας ( 1 ) γίνεται: 

                                          xy 06,16,115 +−= .               ( 2 ) 

 

 Εποµένως, η ευθεία που προσαρµόζεται  στα σηµεία του διαγράµµατος διασποράς διέρχεται 

από το σηµείο ( )115,6-  ,0  και  έχει συντελεστή διεύθυνσης 1,06. 

                



 

3.3 ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΕΛΑΧΙΣΤΩΝ ΤΕΤΡΑΓΩΝΩΝ 

 

Μια µέθοδος που χρησιµοποιείται για την εκτίµηση των παραµέτρων α  και β , άρα και για 

την εύρεση της εξίσωσης της καλύτερης ευθείας είναι η µέθοδος ελαχίστων τετραγώνων. Ο 

λόγος για τον οποίο χρησιµοποιείται η συγκεκριµένη µέθοδος, προκύπτει από την παρακάτω 

διαδικασία προσδιορισµού της ευθείας. 

 Έστω το διάγραµµα διασποράς του προηγουµένου παραδείγµατος για τα ύψη Χ και τα βάρη 

Υ των 18 µαθητών. Στο διάγραµµα αυτό έχουµε µια ευθεία xy βα += , που προσαρµόζεται 

καλύτερα στα σηµεία ( )ii yx ,  για τις ν = 18 συνολικά µετρήσεις των µεταβλητών Χ και Υ. 

 

∆ΙΑΓΡΑΜΜΑ 2 

 

              

       Προσαρµογή ευθείας ελαχίστων τετραγώνων στο διάγραµµα διασποράς των δεδοµένων 

του πίνακα 1. 

 

Έτσι, για παράδειγµα, για το µαθητή Β, σηµείο Β( 172, 60 ), µε ύψος cm 1722 =x  έχουµε 

βρει, όπως φαίνεται στον πίνακα 1, βάρος kgy 602 = , ενώ, σύµφωνα µε την ευθεία που 

έχουµε φέρει, το βάρος του αναµένεται να είναι ( περίπου ) kg64 , έχουµε δηλαδή ένα 

σφάλµα 464602 −=−=ε , δηλαδή βάρος kg4  λιγότερο από το αναµενόµενο. Οµοίως για το 

µαθητή Ζ, σηµείο Ζ( 177, 81 ), το βάρος του που µετρήθηκε ήταν kgy 816 = , ενώ το 



αναµενόµενο βάρος του σύµφωνα µε την ευθεία που έχουµε φέρει είναι kg71 , έχουµε 

δηλαδή ένα σφάλµα 1071816 =−=ε , δηλαδή βάρος kg10  περισσότερο από το 

αναµενόµενο. Ανάλογα σφάλµατα υπολογίζονται και για τους άλλους µαθητές. Θα θέλαµε 

λοιπόν να βρούµε µε κάποια µέθοδο εκείνη την ευθεία xy βα += , έτσι ώστε τα σφάλµατα 

που προκύπτουν να είναι όσο το δυνατόν µικρότερα. 

 Η µέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων συνίσταται στον προσδιορισµό των παραµέτρων 

βα , , έτσι ώστε να ελαχιστοποιείται το άθροισµα των τετραγώνων των κατακόρυφων 

αποστάσεων των σηµείων ( )ii yx ,  από την ευθεία xy βα += , δηλαδή το 

                               ∑ ∑
= =

−−=
ν ν

βαε
1 1

22
)(

i i

iii xy               ( 4 ) 

  να γίνεται ελάχιστο. 

Οι τιµές των παραµέτρων α και β, που ελαχιστοποιούν την ( 4 ), καλούνται εκτιµήτριες 

ελαχίστων τετραγώνων ( least square estimators ), συµβολίζονται µε â  ( ‘‘α καπέλο’’ ) και 

β̂  ( ‘‘β καπέλο’’ ), αντιστοίχως και αποδεικνύεται ότι δίνονται από τις σχέσεις: 
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Η ευθεία  

                                               xy βα ˆˆˆ +=                      ( 6 ) 

καλείται ευθεία ελαχίστων τετραγώνων ή ευθεία παλινδρόµησης της Υ ( πάνω ) στη Χ. 

Αντικαθιστώντας το â  = y  – β̂ x  στη σχέση ( 6 ) βρίσκουµε την  

                                           )  (ˆˆ xxyy −=− β , 

  η οποία φανερώνει ότι η ευθεία ελαχίστων τετραγώνων xy βα ˆˆˆ +=  διέρχεται από το σηµείο 

µε συντεταγµένες ( x , y ) και έχει συντελεστή διεύθυνσης το β̂ . Αντικαθιστώντας τις τιµές 

ix  και iy  από τον πίνακα 1 στις σχέσεις ( 5 ) βρίσκουµε: 



                                           β̂  = 1,28  και  â = –156,1 

οπότε η ευθεία ελαχίστων τετραγώνων που προσαρµόζεται καλύτερα στα δεδοµένα είναι από 

τη σχέση ( 6 ), η  

                                           xy 28,11,156ˆ +−= . 

∆ηλαδή παρατηρούµε ότι υπάρχει σηµαντική διαφορά από την ευθεία  

 xy 06,16,115 +−= . 

 

 

ΕΡΜΗΝΕΙΑ ΤΩΝ ΕΚΤΙΜΗΤΡΙΩΝ ΕΛΑΧΙΣΤΩΝ ΤΕΤΡΑΓΩΝΩΝ 

  

   Στην εξίσωση ελαχίστων τετραγώνων xy βα ˆˆˆ +=  η τιµή της εκτιµήτριας α̂  της 

παραµέτρου α  παριστάνει την τεταγµένη του σηµείου στο οποίο η ευθεία τέµνει τον άξονα 

yy′ , δηλαδή την τιµή της εξαρτηµένης µεταβλητής Υ όταν 0=x . Όταν το  

0ˆ =α  τότε η ευθεία διέρχεται από την αρχή των αξόνων. 

  Έστω δύο τιµές 1x  και 112 += xx  της ανεξάρτητης µεταβλητής. Τότε λαµβάνοντας τη 

διαφορά των αντίστοιχων προβλεπόµενων τιµών της εξαρτηµένης µεταβλητής έχουµε: 

       ( ) ( ) ( ) ( ) ββαβαβαβα ˆˆˆ1ˆˆˆˆˆˆˆˆ
111212 =+−++=+−+=− xxxxyy  

δηλαδή β̂ˆˆ
12 += yy . Συνεπώς ο συντελεστής διεύθυνσης β̂  της ευθείας xy βα ˆˆˆ +=  

παριστά τη µεταβολή της εξαρτηµένης µεταβλητής Υ όταν το Χ µεταβληθεί κατά µια µονάδα. 

Έτσι, όταν το x  αυξηθεί κατά µια µονάδα τότε το ŷ  αυξάνεται κατά β̂  µονάδες όταν β̂  > 0 

ή ελαττώνεται κατά β̂  µονάδες όταν β̂  < 0. 

   

   

 

 

 

 

 

 

 

 



ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ ΓΙΑ ΤΗΝ ΕΥΘΕΙΑ ΕΛΑΧΙΣΤΩΝ ΤΕΤΡΑΓΩΝΩΝ 

Ο παρακάτω πίνακας δίνει την ζήτηση ενός προϊόντος ( Υ ) για διάφορα επίπεδα 

διαφηµιστικής δαπάνης ( Χ ). 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 2 

           Χ ( σε χιλιάδες ευρώ )               Υ ( σε χιλιάδες τεµάχια ) 

                      15                             5 

                      13                             6 

                      11                             8 

                       9                            10 

                       9                             9 

                       6                            12 

                       5                            15 

                       4                            11 

 

  α) Να βρεθεί η ευθεία ελαχίστων τετραγώνων xy  ˆˆˆ βα +=  και να χαραχτεί το αντίστοιχο 

διάγραµµα διασποράς. 

  β) Να ερµηνευθεί η έννοια των εκτιµήτριων â  και β̂ . 

 

ΛΥΣΗ: 

α) Για τον προσδιορισµό της εξίσωσης της ευθείας ελάχιστων τετραγώνων κατασκευάζουµε 

τον παρακάτω πίνακα µε τις απαραίτητες πράξεις. 

 Εποµένως, έχουµε: 

 

 

 

 

 



ΠΙΝΑΚΑΣ 3 

             x              y             2
x              xy  

            15             5          225            75 

            13             6          169            78 

            11             8          121            88 

             9            10            81            90 

             9             9            81            81 

             6            12            36            72 

             5            15            25            75 

             4            11            16            44 

        72=Σx           76=Σy         7542 =Σx        603=Σxy  

 

 ν = 8 

9
8

72
==

Σ
=

ν
x

x  

y  = 5,9
8

76
==

Σ
ν
y

 

β̂  = 
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      = 76,0
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−
 

 α̂  = y  – β̂ x  = 9,5 + ( 0,76 )·( 9 ) = 16,34. 

 Άρα, η ευθεία ελαχίστων τετραγώνων είναι xy 76,034,16ˆ −= . 

 Επειδή γνωρίζουµε ότι η ευθεία που διέρχεται από τα σηµεία ( 0, α̂  ) και ( x , y ), είναι 

εύκολο να χαραχτεί στο διάγραµµα διασποράς, όπως φαίνεται παρακάτω: 

                  

               

 



∆ΙΑΓΡΑΜΜΑ 3 

 

             

                                               

  

 β)  Το 34,16ˆ =α  προσδιορίζει την προβλεπόµενη ζήτηση του προϊόντος, όταν η τιµή του 

είναι 0€. Προφανώς εδώ τέτοια περίπτωση δεν είναι ρεαλιστική. 

     Το β̂  προσδιορίζει τη µεταβολή που επέρχεται στην εξαρτηµένη µεταβλητή Υ, όταν η Χ 

µεταβληθεί κατά µία µονάδα. ∆ηλαδή, αν οι διαφηµιστικές δαπάνες αυξηθούν κατά 1000€ 

τότε η ζήτηση του προϊόντος θα µειωθεί κατά 760 τεµάχια. 

 

     

 

3.4 ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΗΣ ΓΡΑΜΜΙΚΗΣ ΣΥΣΧΕΤΙΣΗΣ ΤΟΥ PEARSON 

 

Έστω Χ και Υ ένα ζεύγος συνεχών τυχαίων µεταβλητών µε µέσες τιµές Xµ  και Yµ  και 

διακυµάνσεις X
2σ  και Y

2σ , οι οποίες σχετίζονται µεταξύ τους µε τρόπο γραµµικό. Ως µέτρο 

της υφιστάµενης σχέσης δύο µεταβλητών ορίζεται η ποσότητα: 

                                  ( ) ( )( )[ ]YX YXEYXCov µµ −−=, , 

δηλαδή η αναµενόµενη τιµή του γινοµένου των διάφορων ( )XX µ−  και ( )YY µ− . Η 

ποσότητα αυτή ονοµάζεται συνδιακύµανση ( covariance ) των Χ και Υ. 

  Αν υπάρχει θετική συσχέτιση µεταξύ των δύο τυχαίων µεταβλητών, δηλαδή αν οι υψηλές 

τιµές της Χ τείνουν να εµφανίζονται µε υψηλές τιµές της Υ και οι χαµηλές τιµές της Χ να 

εµφανίζονται µε χαµηλές τιµές της Υ, τότε η συνδιακύµανση είναι θετική. 

   Αν υπάρχει αρνητική σχέση µεταξύ των δύο µεταβλητών, δηλαδή αν οι υψηλές τιµές της Χ 

τείνουν να εµφανίζονται µε χαµηλές τιµές της Υ και οι χαµηλές τιµές της Χ µε υψηλές τιµές 



της Υ, τότε η συνδιακύµανση είναι αρνητική. Αν δεν υπάρχει γραµµική σχέση µεταξύ των Χ 

και Υ, τότε η συνδιακύµανση τους είναι 0. 

  Η συνδιακύµανση εξαρτάται από τις µονάδες των δύο συγκρινόµενων µεταβλητών και 

εποµένως, αποτελεί απόλυτο µέτρο του βαθµού της συσχέτισης που υπάρχει µεταξύ τους. 

Προκειµένου να οριστεί ένα µέτρο ανεξάρτητο µονάδων, η συνδιακύµαση διαιρείται µε το 

γινόµενο των δύο τυπικών αποκλίσεων Xσ  και Yσ . Η ποσότητα που προκύπτει µε αυτόν τον 

τρόπο ονοµάζεται συντελεστής συσχέτισης ( correlation coefficient ) και συµβολίζεται µε 

r( Χ , Υ ) ή απλά µε r οπότε: 

                                         
( ) ( )( )[ ]

YX

YX

YX

YXEYXCov
r

σσ
µµ

σσ
−−

==
,

. 

 Ο παραπάνω ορισµός του συντελεστή συσχέτισης αφορά τη σχέση δύο µεταβλητών που 

ορίζονται σε πληθυσµιακό επίπεδο. Ένα τυχαίο δείγµα ν ζευγών παρατηρήσεων ( )ii yx ,  

ν,...,2,1=i , προερχόµενο από τον αντίστοιχο πληθυσµό, µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την 

εκτίµηση του πληθυσµιακού συντελεστή συσχέτισης. 

  Εκτίµηση του πληθυσµιακού συντελεστή είναι η ποσότητα: 
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η οποία ονοµάζεται συντελεστής συσχέτισης του Pearson. 

Ο r µετράει την ένταση της εξάρτησης µεταξύ των µεταβλητών Χ και Υ µε την προϋπόθεση 

ότι η σχέση εξάρτησης είναι γραµµικής µορφής, συνεπώς ο r δεν είναι κατάλληλο στατιστικό 

µέτρο συσχέτισης όταν η σχέση εξάρτησης είναι καµπυλόγραµµη. Συνεπώς ο r έχει τις 

ακόλουθες χαρακτηριστικές ιδιότητες: 

• Είναι ένα στατιστικό µέτρο ανεξάρτητο των µονάδων µέτρησης των µεταβλητών Χ 

και Υ δηλαδή αν οι τιµές των µεταβλητών Χ και Υ πολλαπλασιαστούν ή διαιρεθούν 

µε µια σταθερή ποσότητα λ τότε ο ν παραµένει αµετάβλητος. 

• Η τιµή του συντελεστή συσχέτισης κυµαίνεται ανάµεσα στο -1 και στο +1 δηλαδή -

1≤ r ≤ 1.  

    Πιο συγκεκριµένα όταν: 

• Αν ο r είναι θετικός ( r > 0 ) τότε η συσχέτιση µεταξύ των Χ και Υ είναι θετική 

δηλαδή σε κάθε αύξηση ( µείωση ) της µιας µεταβλητής αντιστοιχεί αύξηση ( µείωση ) 

και της άλλης µεταβλητής. 



• Αν ο r < 0 τότε η συσχέτιση µεταξύ των Χ και Υ είναι αρνητική δηλαδή σε κάθε 

αύξηση της µιας µεταβλητής αντιστοιχεί µείωση της άλλης µεταβλητής και 

αντίστροφα. 

• Αν r = +1 τότε έχουµε τέλεια θετική γραµµική συσχέτιση δηλαδή σε κάθε µεταβολή 

της µιας µεταβλητής κατά ορισµένη έννοια ακολουθεί ανάλογη µεταβολή και της 

άλλης µεταβλητής κατά την ίδια έννοια ή όλα τα σηµεία βρίσκονται πάνω σε µια 

ευθεία µε θετική κλίση, δηλαδή y = α + βx, β > 0, ( σχήµα α ). 

• Αν r = -1 τότε έχουµε τέλεια αρνητική συσχέτιση δηλαδή σε κάθε µεταβολή της 

µιας µεταβλητής κατά ορισµένη έννοια ακολουθεί ανάλογη µεταβολή κατά την 

αντίθετη έννοια ή όλα τα σηµεία βρίσκονται πάνω σε µια ευθεία αρνητική κλίση y = α 

+ βx, β < 0, ( σχήµα β ). 

• Αν r = 0 τότε δεν υπάρχει γραµµική συσχέτιση µεταξύ των µεταβλητών, δηλαδή οι 

µεταβλητές Χ και Υ είναι γραµµικά ασυσχέτιστες, ( σχήµα ζ ). 

   Εποµένως σύµφωνα µε αυτά κατασκευάζουµε και τα αντίστοιχα διαγράµµατα διασποράς 

και συντελεστές συσχέτισης για διάφορα ζεύγη παρατηρήσεων ( )ii yx , . 

 

          

   



   

Αποδεικνύεται ότι ο συντελεστής γραµµικής συσχέτισης του Pearson ( r ) δίνεται ισοδύναµα 

και από τον παρακάτω τύπο, η χρήση του οποίου διευκολύνει συχνά τους υπολογισµούς 

κυρίως στην περίπτωση που οι x , y  δεν είναι ακέραιοι: 
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Επίσης, είναι σηµαντικό να αναφέρουµε και τον έλεγχο σηµαντικότητας για τον συντελεστή 

συσχέτισης, ο οποίος αναφέρει ότι ο δειγµατικός συντελεστής συσχέτισης µεταξύ δύο 

µεταβλητών Χ και Υ, αποτελεί µία εκτίµηση του συντελεστή συσχέτισης r στο στατιστικό 

πληθυσµό. Ελέγχουµε την υπόθεση r = 0, δηλαδή ότι δεν υπάρχει γραµµική σχέση µεταξύ 

των Χ και Υ ( οι µεταβλητές Χ και Υ είναι ασυσχέτιστες ) ως προς την εναλλακτική r ≠ 0. 

∆ηλαδή: 

Η0: r = 0 και  

Η1: r ≠ 0  

το κριτήριο του ελέγχου είναι: 

2

1 2

−
−

=

n

r

r
t  

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ: Να υπολογιστεί και να ερµηνευτεί ο συντελεστής γραµµικής συσχέτισης r 

( του Pearson ) µεταξύ των µεταβλητών Χ και Υ µε βάση τις παρακάτω τιµές: 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 4 

                         x                              y  

                        10                            21 

                        13                            24 

                        17                            29      

                        21                            25 

                        25                            36 

                        28                            33 

                        30                            40 

 

  

 ΛΥΣΗ: Για τον υπολογισµό του συντελεστή συσχέτισης µεταξύ των Χ και Υ φτιάχνουµε 

τον παρακάτω πίνακα: 

   

ΠΙΝΑΚΑΣ 5 

         x         y          2
x         2y        xy  

        10       21       100      441      210 

        13       24       169      576      312 

        17       29       289      841      493 

        21       25       441      625      525 

        25       36       625     1296      900 

        28       33       784     1089      924 

        30       40       900     1600     1200 

  144=Σx   208=Σy   33082 =Σx   64682 =Σy   4564=Σxy  

 

 Ο συντελεστής συσχέτισης υπολογίζεται από τη σχέση: 
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Η υψηλή τιµή του r µας δείχνει ότι υπάρχει πολύ έντονη θετική γραµµική συσχέτιση µεταξύ 

των µεταβλητών Χ και Υ, όπως εξάλλου µπορούµε να το διαπιστώσουµε και από το 

αντίστοιχο διάγραµµα διασποράς. 
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3.5 ΑΝΑΛΥΣΗ ∆ΙΑΣΠΟΡΑΣ ΓΙΑ ΤΗΝ ΑΠΛΗ ΓΡΑΜΜΙΚΗ 

ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΗΣΗ 

 

Η διασπορά της µεταβλητής Υ εκφράζεται µε τις αποκλίσεις yyi −  των διαφόρων τιµών από 

τη µέση τιµή τους. Αν όλες οι τιµές ήταν ίσες µεταξύ τους δεν θα υπήρχε µεταβλητότητα στα 

δεδοµένα και κάθε απόκλιση yyi −  θα ήταν ίση µε το µηδέν. Όσο µεγαλύτερες είναι οι 

αποκλίσεις ( yyi −  ), τόσο µεγαλύτερη θα είναι και η διασπορά των δεδοµένων. Η ολική 

µεταβλητότητα ( διασπορά ) των παρατηρήσεων εκφράζεται σαν το άθροισµα των 

τετραγώνων των αποκλίσεων ( yyi −  ) και συµβολίζεται µε 

SST = Σ 2)( yyi −  που ονοµάζεται Ολικό άθροισµα τετραγώνων ( Total Sum of Squares ).  

 Ένα νέο µέτρο της µεταβλητότητας των iy  γύρω από την ευθεία παλινδρόµησης, είναι το 

άθροισµα τετραγώνων των σφαλµάτων ( Error Sum of Squares ) Σ 
2

ie  και συµβολίζεται µε   

SSE = Σ 2)ˆ( ii yy −  



Εποµένως η διαφορά των SST και SSE συµβολίζεται µε SSR = SST – SSE. 

Το SSR = Σ 2)ˆ( yyi −  καλείται άθροισµα τετραγώνων παλινδρόµησης  ( Regression Sum 

of Squares ) και εκφράζει την επίδραση της σχέσης παλινδρόµησης των δύο µεταβλητών στη 

µείωση της µεταβλητότητας των παρατηρήσεων iy . 

 Γενικά αποδεικνύεται ότι ισχύει η σχέση 

Σ 2)( yyi −  = Σ 2)ˆ( yyi −  + Σ 2)ˆ( ii yy −  ή  

SST = SSR + SSE 

δηλαδή η συνολική µεταβλητότητα των τιµών εκφράζεται σαν άθροισµα δύο όρων, της 

µεταβλητότητας που ερµηνεύεται από την παλινδρόµηση ( SSR ) και της µεταβλητότητας 

που παραµένει ανερµήνευτη από την µεταβλητή Χ, σαν το υπόλοιπο ή σφάλµα ( SSE ). 

Οι βαθµοί ελευθερίας που αντιστοιχούν σε κάθε άθροισµα τετραγώνων είναι: 

  n – 1 βαθµοί ελευθερίας για το SST διότι υπάρχουν n παρατηρήσεις και ο περιορισµός Σ 

( yyi −  ) = 0 και 

   n – 2 βαθµοί ελευθερίας για το SSE διότι υπάρχουν n υπόλοιπα και δύο περιορισµοί στα 

υπόλοιπα, ei εκτιµώντας τις παραµέτρους β0 και β1 από τις κανονικές εξισώσεις. 

  Το SSR έχει 1 βαθµό ελευθερίας, διότι υπάρχουν δύο παράµετροι στη συνάρτηση 

παλινδρόµησης και οι αποκλίσεις )ˆ( yyi −  υπόκεινται στον περιορισµό Σ )ˆ( yyi − = 0. 

Κάθε άθροισµα τετραγώνων όταν διαιρείται µε τους αντίστοιχους βαθµούς ελευθερίας, 

καλείται µέσο άθροισµα τετραγώνων. 

Μέσο άθροισµα τετραγώνων παλινδρόµησης ( SquaresMean  egressionR ): 
1

SSR
MSR =  

Μέσο άθροισµα τετραγώνων σφαλµάτων ( Error Mean Squares ): 
2−

=
n

SSE
MSE  

Τα αθροίσµατα τετραγώνων και τα αντίστοιχα µέσα αθροίσµατα τετραγώνων συνοψίζονται 

στον παρακάτω πίνακα ανάλυσης διασποράς που ακολουθεί. 

 

 

 

 

 

 

 

 



ΠΙΝΑΚΑΣ 6 

Πηγή µεταβολής 

(source of varation) 

     Βαθµοί  

  Ελευθερίας 

      d.f 

   Άθροισµα  

 τετραγώνων 

         SS 

Μέσο άθροισµα  

  τετραγώνων 

       MSS 

Παλινδρόµηση 

( Regression ) 

          1 2

i )ŷ( ySSR −Σ=  

1

SSR
MSR =  

Σφάλµα 

( Error ) 

        n – 2  2

i )ˆ(y iySSE −Σ=  

2−
=

n

SSE
MSE  

Ολικό 

( Total ) 

        n – 1  2

i )(y ySST −Σ=   

 

 

¨                

3.6 ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΗΣ ΠΡΟΣ∆ΙΟΡΙΣΜΟΥ 

 

Μετά τον προσδιορισµό της ευθείας των ελαχίστων τετραγώνων, διά µέσου της εξίσωσης  

                                              xy βα ˆˆˆ += ,  

εναποµένει η αξιολόγηση της προσαρµογής της ευθείας αυτής επί των δειγµατικών τιµών. 

Ένας τρόπος για να αξιολογήσουµε την προσαρµογή της ευθείας των ελαχίστων τετραγώνων 

είναι να υπολογίσουµε το συντελεστή προσδιορισµού. Ο συντελεστής προσδιορισµού της 

δειγµατικής ευθείας της παλινδρόµησης, συµβολιζόµενος µε R², ορίζεται ως το τετράγωνο 

του δειγµατικού συντελεστή συσχέτισης, δηλαδή R² = r². 

 Επειδή ο δειγµατικός συντελεστής συσχέτισης παίρνει τιµές στο διάστηµα [-1, 1], ο 

συντελεστής προσδιορισµού παίρνει τιµές στο διάστηµα [0,1]. Όταν R² = 1, όλα τα σηµεία 

που αναπαριστούν τις δειγµατικές τιµές των Χ και Υ βρίσκονται τοποθετηµένα επί της 

ευθείας των ελαχίστων τετραγώνων. Όταν R² = 0, δεν υπάρχει γραµµική σχέση µεταξύ των 

δειγµατικών τιµών των Χ και Υ. 

  Ο συντελεστής προσδιορισµού, ως µέτρο της προσαρµογής της ευθείας των ελαχίστων 

τετραγώνων επί των δειγµατικών τιµών, ορίζεται πρωτογενώς από την ανάλυση της 

συνολικής διασποράς της εξαρτηµένης µεταβλητής Υ σε επιµέρους συνιστώσες. 

Χρησιµοποιώντας την ταυτότητα  

             ( ) ( ) ( )yyyyyy iiii −−−=− ˆˆ , ni ,...,2,1= , 



η οποία ισχύει για τις δειγµατικές τιµές της µεταβλητής Υ, υψώνοντας και τα δύο µέλη της 

στο τετράγωνο και αθροίζοντας  παίρνουµε: 

    =−−−=− ∑∑
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Επειδή 
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θέτοντας όπου 

      ∑∑
==

−=−−
n

i

ii

n

i

i xxxxyy
1

2

1

)(ˆ))(( β , ( από τον υπολογισµό του β̂  ) 
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( από την αντικατάσταση του xy βα ˆˆ −=  στην εξίσωση παλινδρόµησης ), προκύπτει 
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Στην παραπάνω εξίσωση, η ποσότητα 2

1

)( yy
n

i

i −∑
=

ονοµάζεται συνολικό άθροισµα 

τετραγώνων και αποτελεί µέτρο της συνολικής διασποράς των δειγµατικών τιµών της Υ 



γύρω από τη µέση τιµή τους y . Η ποσότητα 2

1

)ˆ( yy
n

i

i −∑
=

ονοµάζεται άθροισµα τετραγώνων 

επεξηγούµενο από την γραµµική παλινδρόµηση και εκφράζει τη διασπορά των 

εκτιµώµενων τιµών της Υ γύρω από τη δειγµατική µέση τιµή y  . Η ποσότητα αυτή αποτελεί 

µέτρο της διασποράς των δειγµατικών τιµών της Υ, που ερµηνεύεται από το υπόδειγµα της 

γραµµικής παλινδρόµησης ( της διασποράς δηλαδή που οφείλεται στη γραµµική επίδραση 

της Χ επί της Υ ). Τέλος η ποσότητα  

2

1

)ˆ( i

n

i

i yy −∑
=

 είναι το γνωστό άθροισµα τετραγώνων των σφαλµάτων και εκφράζει τη 

διασπορά των δειγµατικών τιµών της Υ γύρω από την εκτιµώµενη ευθεία της παλινδρόµησης. 

Όσο µικρότερο είναι το άθροισµα των τετραγώνων των σφαλµάτων τόσο πλησιέστερα 

βρίσκονται οι δειγµατικές τιµές της εξαρτηµένης µεταβλητής Υ στην ευθεία των ελαχίστων 

τετραγώνων. Ισχύει εποµένως ότι: 

Συνολικό άθροισµα τετραγώνων = Άθροισµα τετραγώνων επεξηγούµενο από τη 

γραµµική παλινδρόµηση + Άθροισµα τετραγώνων των σφαλµάτων. 

 

 Για να είναι η προσαρµογή της ευθείας των ελαχίστων τετραγώνων επί των δειγµατικών 

δεδοµένων όσο το δυνατόν καλύτερη, θα πρέπει το άθροισµα των τετραγώνων των 

σφαλµάτων να είναι όσο το δυνατόν µικρότερο και, εποµένως, σύµφωνα µε την προηγούµενη 

εξίσωση, το άθροισµα τετραγώνων το επεξηγούµενο από τη γραµµική παλινδρόµηση να είναι 

όσο το δυνατόν µεγαλύτερο. Το ποσοστό, εποµένως, του συνολικού αθροίσµατος 

τετραγώνων που επεξηγείται από τη γραµµική παλινδρόµηση, υπολογίζεται από το λόγο: 

R² = ,
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αποτελεί µέτρο της προσαρµογής της ευθείας των ελαχίστων τετραγώνων επί των 

δειγµατικών τιµών, και ορίζει το συντελεστή προσδιορισµού. Ο συντελεστής 

 προσδιορισµού, εποµένως, µπορεί να ερµηνευθεί ως το ποσοστό της µεταβλητότητας των 

τιµών της Υ που επεξηγείται από τη γραµµική παλινδρόµηση. Με απλούς αλγεβρικούς 

µετασχηµατισµούς αποδεικνύεται ότι: 
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δηλαδή ότι R² = r². 

  Επίσης ο έλεγχος της προσαρµογής της ευθείας της παλινδρόµησης επί των πληθυσµιακών 

τιµών των µεταβλητών Χ και Υ, δηλαδή ο έλεγχος της ύπαρξης γραµµικής σχέσης µεταξύ 

των µεταβλητών Χ και Υ, µπορεί να γίνει µε τη βοήθεια της ανάλυσης διακύµανσης της 

µεταβλητής Υ.  

   Έστω ότι ισχύουν οι προϋποθέσεις της απλής γραµµικής παλινδρόµησης, ο έλεγχος της 

ισότητας:  

 0Η  : β = 0 

έναντι της εναλλακτικής  

 ΑΗ  : β ≠ 0, 

 γίνεται µε την βοήθεια του λόγου 

  =F  
MSE

MSR
. 

Η ποσότητα MSR ονοµάζεται µέσο τετράγωνο της παλινδρόµησης και ισούται µε το 

άθροισµα των τετραγώνων, το επεξηγούµενο από την παλινδρόµηση διαιρούµενο µε τους 

αντίστοιχους βαθµούς ελευθερίας. Οι βαθµοί ελευθερίας που αντιστοιχούν στο συγκεκριµένο 

άθροισµα τετραγώνων ορίζονται από τον αριθµό των συντελεστών του υποδείγµατος 

ελαττωµένο κατά 1. Στην προκειµένη περίπτωση, οι συντελεστές του υποδείγµατος αυτού 

είναι 2, άρα οι βαθµοί ελευθερίας είναι 2 – 1 = 1. Εποµένως, 

   2

1

)ˆ( yyMSR
n

i

i −=∑
=

. 

 Η ποσότητα MSE ονοµάζεται µέσο τετράγωνο των σφαλµάτων και ισούται µε το άθροισµα 

τετραγώνων των σφαλµάτων, διαιρούµενο επίσης µε τους αντίστοιχους βαθµούς ελευθερίας, 

οι οποίοι είναι ίσοι µε n – 2. ∆ηλαδή 
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nyyMSE
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ii . Τέλος όταν ισχύει η µηδενική υπόθεση  0Η : β = 0, ο λόγος  
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ακολουθεί την κατανοµή F  µε 1 και n – 2 βαθµούς ελευθερίας.  

 

 

3.7 ΕΛΕΓΧΟΣ ΚΑΤΑΛΛΗΛΟΤΗΤΑΣ ΜΟΝΤΕΛΟΥ-ΑΝΑΛΥΣΗ 

ΥΠΟΛΟΙΠΩΝ 

 

Μια βασική τεχνική για το έλεγχο της καταλληλότητας ενός υποδείγµατος παλινδρόµησης 

είναι η ανάλυση υπολοίπων. Με τις  γραφικές παραστάσεις των υπολοίπων µπορούµε να 

ελέγξουµε εάν οι όροι ei είναι τυχαίες µεταβλητές στατιστικά ανεξάρτητες, που έχουν 

κατανοµή µε µέση τιµή 0 και σταθερή διακύµανση σ
2
. 

 Εποµένως, οι γραφικές παραστάσεις των υπολοίπων, µε τις οποίες ελέγχουµε την 

καταλληλότητα του υποδείγµατος είναι οι εξής: 

• ∆ιαγράµµατα κανονικότητας 

Αν τα υπόλοιπα έχουν κανονική κατανοµή, θα σχηµατίζουν στο διάγραµµα µία ευθεία µε 

κλίση 45
ο 

. Αν τα σηµεία στη γραφική παράσταση αποκλίνουν από την ευθεία, δεν ισχύει 

η υπόθεση της κανονικότητας. 

• Ιστόγραµµα των υπολοίπων. 

• Υπόλοιπα ως προς τις εκτιµήσεις iŷ . 

• Υπόλοιπα ως προς την ανεξάρτητη µεταβλητή Χ. 

• Υπόλοιπα ως προς τη σειρά των αντίστοιχων παρατηρήσεων. 

Αυτή η γραφική παράσταση χρησιµοποιείται για τον εντοπισµό µη τυχαίων σφαλµάτων 

( συστηµατικά σφάλµατα ), κυρίως για επιδράσεις συσχέτισης των υπολοίπων. 

 Τέλος, θα εξετάσουµε τις εξής αποκλίσεις από τις υποθέσεις του γραµµικού υποδείγµατος. 

 1. Η συνάρτηση παλινδρόµησης δεν είναι γραµµική. 

  2. Οι κατανοµές των τιµών της µεταβλητής Υ, ισοδύναµα οι όροι σφάλµατος, δεν έχουν 

σταθερή διακύµανση για όλα τα επίπεδα τιµών της Χ.  

      ( Υπόθεση οµοσκεδαστικότητας ). 

  3. Οι κατανοµές των τιµών της µεταβλητής Υ, ισοδύναµα οι όροι σφάλµατος, δεν 

ακολουθούν κανονική κατανοµή. 

  4. Οι όροι σφάλµατος, δεν είναι στατιστικά ανεξάρτητοι. 

 

 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 ΠΟΛΛΑΠΛΗ ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΗΣΗ 

    

4.1 ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ 

 

Στο υπόδειγµα της πολλαπλής γραµµικής παλινδρόµησης υποθέτουµε ότι η σχέση µιας 

συνεχούς µεταβλητής Υ και µιας σειράς κ ανεξάρτητων µεταβλητών Χ1, Χ2, …, Χκ είναι 

γραµµική. Η εκτίµηση των τιµών της Υ από τις τιµές των ανεξάρτητων µεταβλητών κατ’ 

αναλογία µε το υπόδειγµα της απλής γραµµικής παλινδρόµησης είναι εφικτή, όταν ισχύουν οι 

εξής προϋποθέσεις: 

1. Ο προσδιορισµός των τιµών των µεταβλητών Χ1, Χ2, …, Χκ γίνεται χωρίς σφάλµα. 

2. Σε κάθε σύνολο τιµών κxxx ,...,, 21   των µεταβλητών Χ1, Χ2, …, Χκ αντιστοιχεί ένας υπο-

πληθυσµός τιµών της Υ, ο οποίος ακολουθεί την κανονική κατανοµή. 

3. Οι µέσες τιµές των υπο-πληθυσµών της Υ συνδέονται µε τις αντίστοιχες τιµές των 

µεταβλητών Χ1, Χ2, …, Χκ,  διά µέσου µιας γραµµικής σχέσης της µορφής: 

κ
µ

xxxy ,...,2,1

 = εβββα κκ +++++ xxx ...2211 , 

 

ΣΧΗΜΑ 1 

 

4. Οι διακυµάνσεις των υπο-πληθυσµών της Υ που ορίζονται για κάθε σύνολο τιµών 

κxxx ,...,, 21  είναι ίσες. Η κοινή διακύµανση των υπο-πληθυσµών της Υ συµβολίζεται µε σ². Η 

παραδοχή της ισότητας των διακυµάνσεων των υπο-πληθυσµών της Υ, όπως και στην 

περίπτωση της απλής γραµµικής παλινδρόµησης, ονοµάζεται οµασκεδαστικότητα.  

5. Οι τιµές της Υ είναι ανεξάρτητες η µια της άλλης. 



   Όλες οι προηγούµενες προϋποθέσεις συνοψίζονται στην παρακάτω εξίσωση, η οποία 

ονοµάζεται υπόδειγµα της πολλαπλής παλινδρόµησης: 

   y = εβββα κκ +++++ xxx ...2211 ,            ( 1 ) 

όπου  

 y: είναι µία οποιαδήποτε τιµή του υπο-πληθυσµού της Υ που αντιστοιχεί στις τιµές των 

ανεξάρτητων µεταβλητών Χ1, Χ2, …, Χκ, 

 κβββα ,...,,, 21 : είναι σταθερές, οι οποίες ονοµάζονται µερικοί συντελεστές της 

παλινδρόµησης και 

 ε : είναι η τιµή µιας τυχαίας µεταβλητής η οποία έχει µέση τιµή 0 και διακύµανση ίση µε την 

κοινή διακύµανση των διάφορων υπο-πληθυσµών της Υ, σ². Η κατανοµή της τυχαίας αυτής 

µεταβλητής είναι κανονική, ενώ οι επιµέρους τιµές της είναι ανεξάρτητες η µια της άλλης. 

 Η ερµηνεία των συντελεστών κβββα ,...,,, 21  του υποδείγµατος της πολλαπλής 

παλινδρόµησης είναι αντίστοιχη µε την ερµηνεία των συντελεστών της απλής παλινδρόµησης. 

Ο σταθερός όρος α είναι η τιµή της εξαρτηµένης µεταβλητής Υ, όταν όλες οι ανεξάρτητες 

µεταβλητές παίρνουν τιµή 0, ενώ ένας οποιασδήποτε συντελεστή iβ  είναι η µεταβολή της 

µέσης τιµής της εξαρτηµένης µεταβλητής Υ για µία µονάδα αύξησης της ανεξάρτητης 

µεταβλητής iΧ , εφόσον οι τιµές των άλλων ανεξάρτητων µεταβλητών παραµένουν σταθερές. 

   Τέλος, οι πραγµατικές τιµές της Υ αποτελούνται από δύο συνιστώσες: τη συνιστώσα της Υ, 

την Ε(Υ), που οφείλεται στις συστηµατικές επιδράσεις των Χ1, Χ2, …, Χκ, και την τυχαία 

( σφάλµα ) συνιστώσα ( ε ) που ενσωµατώνει όλους τους άλλους ( εκτός των Χ1, Χ2, …, Χκ ) 

παράγοντες που επηρεάζουν τη διαµόρφωση της τιµής της Υ. ∆ηλαδή: 

            y = εβββα κκ +++++ xxx ...2211  = Ε(Υ) + ε  

όπου: 

           Ε(Υ) = κκβββα xxx ++++ ...2211            ( 2 ).   

       

 

4.2
 
Η ΕΞΙΣΩΣΗ ΤΩΝ ΕΛΑΧΙΣΤΩΝ ΤΕΤΡΑΓΩΝΩΝ 

 

Σκοπός στο κεφάλαιο αυτό είναι να εκτιµήσουµε τις παραµέτρους του υποδείγµατος της 

πολλαπλής παλινδρόµησης, δηλαδή τους συντελεστές κβββα ,...,,, 21 . Οι εκτιµήσεις από τα 

δεδοµένα του δείγµατος των συντελεστών πολλαπλής παλινδρόµησης του πληθυσµού 



( κβββα ,...,,, 21  ) συµβολίζονται µε ,...,ˆ,ˆ,ˆ
21 ββα  και κβ̂  αντίστοιχα. Έτσι, η εξίσωση που θα 

προκύψει από την εκτίµηση των συντελεστών πολλαπλής παλινδρόµησης είναι η: 

                           κκβββα xxxy ˆ...ˆˆˆˆ
2211 ++++=               ( 3 ) 

Η εξίσωση ( 3 ) σχηµατίζει ένα υπερεπίπεδο στο χώρο κ + 1 διαστάσεων, που βέβαια δεν 

µπορεί να απεικονιστεί στο χαρτί δύο διαστάσεων. Μόνο στην περίπτωση των τριών 

µεταβλητών ( δύο ανεξάρτητες µεταβλητές ) αντιστοιχεί στην εξίσωση ( 3 ) ένα επίπεδο στο 

χώρο των τριών διαστάσεων. Οι συντελεστές ,...,ˆ,ˆ
21 ββ και κβ̂  δείχνουν τη µερική επίδραση 

που ασκούν οι ανεξάρτητες µεταβλητές στην εξαρτηµένη µεταβλητή. Για παράδειγµα, ο 

συντελεστής 2β̂   υποδηλώνει τη µεταβολή της Υ, που θα προκύψει εάν η µεταβλητή Χ2 

µεταβληθεί κατά µία µονάδα µέτρησής της, και οι άλλες ανεξάρτητες µεταβλητές ( Χ1, Χ3, …, 

Χκ ) παραµένουν σταθερές. Εποµένως, ο συντελεστής 2β̂   µετράει τη µερική επίδραση της 

ανεξάρτητης µεταβλητής Χ2. Γι’ αυτό το λόγο οι συντελεστές ,...,ˆ,ˆ
21 ββ  και κβ̂  ονοµάζονται 

και συντελεστές µερικής παλινδρόµησης.  

 Η εκτίµηση της εξίσωσης ( 3 ) θα προκύψει από τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων, 

δηλαδή θα αναζητήσουµε εκείνες τις τιµές των κββα ˆ,...,ˆ,ˆ
1  που ελαχιστοποιούν το άθροισµα 

των τετραγώνων των αποκλίσεων µεταξύ των πραγµατικών τιµών της Υ και των θεωρητικών 

τιµών ŷ  οι οποίες προκύπτουν από την εξίσωση παλινδρόµησης. Ας εξετάσουµε την 

περίπτωση µε δύο ανεξάρτητες µεταβλητές 1x , και 2x . Το υπόδειγµα που θα εκτιµήσουµε 

είναι: 

                                   2211
ˆˆˆˆ xxy ββα ++=         ( 4 ) 

Η ŷ  είναι η εκτίµηση της Ε(Υ) και κατά αναλογία µε την εξίσωση ( 1 ), που αναφέρονται 

στην εξίσωση παλινδρόµησης του πληθυσµού, οι αποκλίσεις µεταξύ των πραγµατικών τιµών 

της y και των τιµών ŷ  της  ( 4 ) συµβολίζονται µε e, δηλαδή: 

   iii yye ˆ−=  

ή 

       )ˆˆˆ( 2211 iiii xxye ββα ++−= ,  για ni ,...,1=  

όπου n είναι το µέγεθος του δείγµατος. 

 Το άθροισµα των τετραγώνων των αποκλίσεων για τις n τριάδες των παρατηρήσεων ισούται 

µε: 

                  2

2211

2

1

)]ˆˆˆ([)ˆ( iiii

n

i

i xxyyy ββα ++−Σ=−∑
=

 



και ας συµβολίσουµε το άθροισµα αυτό µε Q. Αναζητούµε εκείνες τις τιµές 1
ˆ,ˆ βα και 2β̂  που 

ελαχιστοποιούν την έκφραση: 

                              Q = 2

2211 ]ˆˆˆ[ iii xxy ββα −−−Σ  

που σηµαίνει ότι πρέπει να παραγωγίσουµε τη Q ως προς 1
ˆ,ˆ βα  και 2β̂ , να εξισώσουµε τις 

παραγώγους µε το µηδέν και να λύσουµε ως προς τις άγνωστες παραµέτρους. Έτσι θα 

προκύψει ένα σύστηµα τριών εξισώσεων µε τρεις αγνώστους. ∆ηλαδή: 

0]ˆˆˆ[y 2ˆ Q/ 2211i =−−−Σ−=∂∂ ii xx ββαα  

0]ˆˆˆ[ 2ˆ Q/ 221111 =−−−Σ−=∂∂ iiii xxyx ββαβ  

0]ˆˆˆ[ 2ˆ Q/ 221122 =−−−Σ−=∂∂ iiii xxyx ββαβ  

ή  

0 ˆ ˆˆ 2211 =Σ−Σ−−Σ iii xxny ββα  

0 ˆ ˆ ˆ
212

2

1111 =Σ−Σ−Σ−Σ iiiiii xxxxxy ββα  

0 ˆ ˆ ˆ
2

2221122 =Σ−Σ−Σ−Σ iiiiii xxxxxy ββα  

ή 

iii xxny 2211  ˆ ˆˆ Σ+Σ+=Σ ββα  

iiiiii xxxxxy 212

2

1111  ˆ ˆ ˆ Σ+Σ+Σ=Σ ββα                                            ( 5 ) 

2

2221122  ˆ ˆ ˆ
iiiiii xxxxxy Σ+Σ+Σ=Σ ββα                                

Η λύση του συστήµατος των εξισώσεων ( 5 ) µε την µέθοδο των οριζουσών δίνει τις τιµές 

των 1β̂   και 2β̂ . Ο συντελεστής α̂  προκύπτει από την πρώτη εξίσωση του συστήµατος 

εξισώσεων ( 5 ) µε αντικατάσταση των τιµών των 1β̂   και 2β̂   και διαιρώντας δια n έχουµε: 

  ( ) ( ) ( ) nxnxny /ˆ/ˆ/ˆ
2211 Σ−Σ−Σ= ββα                    ( 6 ) 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ: Σύµφωνα  µε µια έρευνα αγοράς που έγινε από µια εταιρία µε σκοπό να 

εξετάσει τη ζήτηση ενός τυποποιηµένου είδους γιαουρτιού. Πιο συγκεκριµένα, από ένα 

τυχαίο δείγµα 14 ( τετραµελών ) οικογενειών συλλέγονται και η µέση τιµή τριών 

ανταγωνιστικών προϊόντων. Σκοπός της έρευνας είναι να διαπιστώσουµε την επίδραση που 

έχουν στη ζήτηση του προϊόντος τόσο η τιµή πώλησης όσο και το µέσο επίπεδο τιµών των 

ανταγωνιστικών προϊόντων.  

Ο πίνακας 1 δίνει τα στοιχεία που συλλέχθηκαν. 



Στον επόµενο πίνακα 2 παρουσιάζονται όλοι οι απαραίτητοι υπολογισµοί για την εκτίµηση 

των γνωστών όρων του συστήµατος των τριών εξισώσεων. 

Έτσι, το σύστηµα ( 5 ) έχει ως εξής: 

 

 ΛΥΣΗ: 306 = 14α̂  + 2.167 1β̂  + 2.313 2β̂     

         46.597 = 2.167α̂  + 338.913 1β̂  + 355.307 2β̂   

         51.304 =  2.313α̂ + 355.307 1β̂ + 385.423 2β̂    

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 1 Ποσότητα και Τιµή Αγοράς και Μέση Τιµή Ανταγωνισµού 

   Οικογένεια    Ποσότητα 

   ( Μονάδες) 

        ( y  ) 

   Μέση Τιµή 

Αγοράς ( Λεπτά ) 

          ( 1x ) 

  Μέση Τιµή 

Αντ/σµού (Λεπτά) 

        ( 2x ) 

          1          23           141           174   

          2          26           145          175 

          3          17           167          139 

          4          29           133          183 

          5          18           162          156  

          6          22           158          180 

          7          16           178          143 

          8          24           151          183 

          9          19           173          155 

         10          18           185          148 

         11          21           148          171 

         12          20           153          150 

         13          25           135          178 

         14          28           138          178 

 

Η λύση του συστήµατος µε την µέθοδο των οριζουσών δίνει τις παρακάτω τιµές των 

συντελεστών µερικής παλινδρόµησης 1β̂   και 2β̂ .  



  1β̂  = 

385.423     355.307     2.313

355.307     338.913     2.167

2.313          2.167           14

385.423     51.304      2.313

355.307      46.597      2.167

2.313            306             14

= 
950.487.57

567.845.6−
= -0,119. 

και 

2β̂  = 

385.423      355.307    2.313

355.307      338.913    2.167

2.313        2.167             14

51.304     355.307     2.313

46.597     338.913     2.167

306          2.167            14

= 
950.487.57

353.451.7
 = 0,130 

 

 ΠΙΝΑΚΑΣ 2 Υπολογισµοί για την Επίλυση του Συστήµατος των Εξισώσεων 

     

    y  

    

    1x  

 

     2x  

 

    
2

1x  

 

    
2

2x  

 

  21 xx ⋅  

 

  1xy ⋅  

 

  2xy ⋅  

       23       141        174   19.881 30.276 24.534 3.243 4.002 

       26       145       175 21.025 30.625 25.375 3.770 4.550 

       17       167       139 27.889 19.321 23.213 2.839 2.363 

       29       133       183 17.689 33.489 24.339 3.857 5.307 

       18       162       156  26.244 24.336 25.272 2.916 2.808 

       22       158       180 24.964 32.400 28.440 3.476 3.960 

       16       178       143 31.684 20.449 25.454 2.848 2.288 

       24       151       183 22.801 33.489 27.633 3.624 4.392 

       19       173       155 29.929 24.025 26.815 3.287 2.945 

       18       185       148 34.225 21.904 27.380 3.330 2.664 

       21       148       171 21.904 29.241 25.308 3.108 3.591 

       20       153       150 23.409 22.500 22.950 3.060 3.000 

       25       135       178 18.225 31.684 24.030 3.375 4.450 

       28       138       178 19.044 31.684 24.564 3.864 4.984 

Σ  =      306     2.167     2.313 338.913 385.423 355.307  46.597  51.304 

 



 Ο συντελεστής α̂  προκύπτει από την πρώτη εξίσωση του συστήµατος εξισώσεων ( 5 ) µε 

αντικατάσταση των τιµών των 1β̂   και 2β̂ . ∆ηλαδή: 

( ) ( ) ( ) nxnxny /ˆ/ˆ/ˆ
2211 Σ−Σ−Σ= ββα  = 

= ( 306 ) / 14 – (– 0119 ) ( 2.167 ) / 14 – ( 0,130 ) ( 2.313 ) / 14 = 18,874 

Άρα η εξίσωση πολλαπλής παλινδρόµησης είναι: 

                               21 130,0119,0874,18ˆ xxy +−=  

όπου: 

 y : Μηνιαία Κατανάλωση ( µονάδες προϊόντος ) 

 1x : Μέση τιµή αγοράς ( λεπτά ) 

 2x : Μέση τιµή ανταγωνιστών ( λεπτά ) 

Η ερµηνεία των συντελεστών µερικής παλινδρόµησης είναι ανάλογη µε την ερµηνεία του 

συντελεστή της απλής παλινδρόµησης, µε τη διαφορά ότι τώρα έχουµε την επίδραση 

περισσότερων της µιας ανεξάρτητων µεταβλητών. Έτσι, από την παραπάνω εξίσωση 

προκύπτει ότι για κάθε αύξηση της τιµής πώλησης του προϊόντος κατά ένα λεπτό και µε 

σταθερή τη µέση τιµή του ανταγωνισµού, η µηνιαία ζήτηση µειώνεται κατά µέσο όρο κατά 

0,12 µονάδες ανά οικογένεια ( ή για αύξηση της τιµής κατά 10 λεπτά η µέση µείωση ανά 

οικογένεια είναι 1,2 µονάδες ). Αντίθετα, µε σταθερή την τιµή πώλησης του προϊόντος, για 

κάθε αύξηση των τιµών των ανταγωνιστικών κατά ένα λεπτό, η µηνιαία ζήτηση αυξάνεται 

κατά µέσο όρο κατά 0,13 µονάδες ανά οικογένεια ( ή για αύξηση της τιµής των 

ανταγωνιστών κατά 10 λεπτά η µέση αύξηση ανά οικογένεια είναι 1,3 µονάδες ). Τέλος, ο 

σταθερός όρος (α̂ = 18,874 ) σηµαίνει ότι εάν το συγκεκριµένο είδος γιαουρτιού προσφερθεί 

από όλους τους παραγωγούς δωρεάν ( πχ., στα πλαίσια µιας διαφηµιστικής εκστρατείας ), η 

µέση µηνιαία κατανάλωση ανά οικογένεια αναµένεται να διαµορφωθεί σε 19 περίπου 

µονάδες του προϊόντος. 

 Με βάση τους παραπάνω συντελεστές µερικής παλινδρόµησης υπολογίζουµε και τους 

συντελεστές µερικής ελαστικότητας της ζήτησης του προϊόντος σε σχέση µε την τιµή των 

ανταγωνιστικών προϊόντων ( για διάφορα επίπεδα τιµών ). Πιο συγκεκριµένα, οι µέσες 

ελαστικότητες είναι: 

=
Σ

Σ
==

ny

nx

y

x
xy

/

/ˆˆ 1
1

1
1/ 1

ββη  

 = 843,0
14/306

14/167.2
119,0 −=−  

και  



=
Σ

Σ
==

ny

nx

y

x
xy

/

/ˆˆ 2
2

2
2/ 2

ββη  

= 983,0
14/306

14/313.2
130,0 =  

Η ερµηνεία των συντελεστών µερικής ελαστικότητας είναι ανάλογη µε την ερµηνεία των 

συντελεστών µερικής παλινδρόµησης, µε τη διαφορά ότι τώρα µετράµε τη σχέση µεταξύ των 

ποσοστιαίων µεταβολών των µεταβλητών. Έτσι, από τις παραπάνω µέσες ελαστικότητες 

προκύπτει ότι για κάθε αύξηση της τιµής πώλησης του προϊόντος κατά 1%, και µε σταθερή 

τη µέση τιµή του ανταγωνισµού, η µηνιαία ζήτηση µειώνεται κατά µέσο όρο κατά 0,84% 

µονάδες ανά οικογένεια. Αντίθετα, µε σταθερή την τιµή πώλησης του προϊόντος, για κάθε 

αύξηση των τιµών των ανταγωνιστών κατά 1%, η µηνιαία ζήτηση αυξάνεται κατά µέσο όρο 

κατά 0,98% ανά οικογένεια. ∆ηλαδή, σε απόλυτους όρους, η ελαστικότητα της ζήτησης ως 

προς τις τιµές των ανταγωνιστών είναι µεγαλύτερη από την ελαστικότητα της ζήτησης ως 

προς την τιµή του προϊόντος. 

 Αυτό αποτελεί πλεονέκτηµα για τον κατασκευαστή του συγκεκριµένου τύπου γιαουρτιού, 

αφού οι µεταβολές στην κατανάλωση του είναι λιγότερο ευαίσθητες στις µεταβολές της τιµής 

πώλησης σε σχέση µε τις µεταβολές των τιµών των ανταγωνιστικών προϊόντων. Εάν, για 

παράδειγµα, µία αύξηση της τιµής του γάλακτος προκαλέσει αύξηση των τιµών σε όλους 

τους παραγωγούς γιαουρτιού κατά 5%, τότε η ζήτηση θα µειωθεί κατά 4,2% ( = – 0,84 · 5% ) 

λόγω της αύξησης της τιµής πώλησης , αλλά ταυτόχρονα θα κερδίσει µέρος της αγοράς 

γιαουρτιού που έχουν τα ανταγωνιστικά προϊόντα που θα αντισταθµίσει τις απώλειες, και 

συγκεκριµένα η αύξηση θα ανέλθει σε 4,9% ( = 0,98 · 5% ). Έτσι, η τελική µεταβολή της 

ζήτησης µετά από την αύξηση των τιµών στον κλάδο γιαουρτιού θα είναι – 4,2% + 4,9% =  

= + 0,7%. 

 

 

4.3 ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΗΣ ΠΟΛΛΑΠΛΗΣ ΣΥΣΧΕΤΙΣΗΣ 

Ο συντελεστής πολλαπλής συσχέτισης συµβολιζόµενος Ry·12...κ, είναι ένα µέτρο της 

συνολικής γραµµικής σχέσης που υπάρχει µεταξύ µιας ( εξαρτηµένης ) µεταβλητής Υ και 

ενός συνόλου άλλων ( ανεξάρτητων ) µεταβλητών Χ1, Χ2, …, Χκ. Με τον όρο  

“γραµµική σχέση’’, στην περίπτωση του συντελεστή πολλαπλής συσχέτισης εννοείται η 

συσχέτιση της y µε τις εκτιµώµενες από το υπόδειγµα τιµές ŷ . Επειδή η εξίσωση των 

ελαχίστων τετραγώνων ορίζει το υπερεπίπεδο µε την καλύτερη προσαρµογή επί των τιµών 



της y, η συσχέτιση της y µε τις εκτιµώµενες τιµές ŷ  είναι η µέγιστη που µπορεί να έχει η y 

µε οποιοδήποτε άλλο γραµµικό συνδυασµό των µεταβλητών Χ1, Χ2, …, Χκ . Επιπλέον η τιµή 

του συντελεστή συσχέτισης της y µε τις εκτιµώµενες τιµές ŷ είναι πάντα θετική ( ή µηδέν ). 

 Ο συντελεστής πολλαπλής συσχέτισης είναι µια γενίκευση του απλού συντελεστή 

συσχέτισης r, για την περίπτωση ενός υποδείγµατος µε πολλές ανεξάρτητες µεταβλητές. Η 

τιµή του µπορεί να οριστεί είτε ευθέως, ως συντελεστής συσχέτισης της y µε τις εκτιµώµενες 

από το υπόδειγµα τιµές ŷ , εποµένως: 

  Ry·12...κ = 
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είτε έπειτα από µετασχηµατισµό της προηγούµενης σχέσης ως η θετική τετραγωνική ρίζα του 

συντελεστή πολλαπλού προσδιορισµού 

Ry·12...κ =  κ...12
2

⋅yR . 

 

           

4.4 ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΗΣ ΜΕΡΙΚΗΣ ΣΥΣΧΕΤΙΣΗΣ 

 

Ο συντελεστής µερικής συσχέτισης της εξαρτηµένης µεταβλητής Υ και µιας ανεξάρτητης 

µεταβλητής Xi εκφράζει τη συσχέτιση µεταξύ της Υ και της Xi, όταν οι επιδράσεις των 

υπολοίπων ανεξάρτητων µεταβλητών επί της Υ και της Xi έχουν αποµακρυνθεί. Ο 

συντελεστής µερικής συσχέτισης εκτιµάται από τα δείγµατα δεδοµένων ως εξής: 

1. Υπολογίζεται η εξίσωση της πολλαπλής παλινδρόµησης µεταξύ της εξαρτηµένης 

µεταβλητής Υ και των ανεξάρτητων µεταβλητών Χ1, Χ2, Xi-1, Xi+1, …, Χκ. 

2. Υπολογίζεται η εξίσωση της πολλαπλής παλινδρόµησης µεταξύ της µεταβλητής Xi και των 

ανεξάρτητων µεταβλητών Χ1, Χ2, Xi-1, Xi+1, …, Χκ. 

3. Υπολογίζεται ο δειγµατικός συντελεστής συσχέτισης ο οποίος αυτός συντελεστής είναι ο 

συντελεστής µερικής συσχέτισης της εξαρτηµένης µεταβλητής Υ και της ανεξάρτητης 

µεταβλητής Xi.  

  Σε ένα υπόδειγµα µε δύο ανεξάρτητες µεταβλητές Χ1 και Χ2, ο συντελεστής µερικής 

συσχέτισης της εξαρτηµένης µεταβλητής Υ µε τη Χ1, συµβολιζόµενος ry1·2,  

υπολογίζεται από την εξίσωση 



ry1·2 = 
)1)(1(
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ενώ ο συντελεστής µερικής συσχέτισης της Υ µε τη Χ2, ry2·1, υπολογίζεται από την εξίσωση 

ry2·1 = 
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όπου ry1 ο δειγµατικός συντελεστής συσχέτισης της Υ µε τη Χ1, ry2 ο δειγµατικός 

συντελεστής συσχέτισης της Υ µε τη Χ2.  

 Στο γενικό υπόδειγµα της πολλαπλής παλινδρόµησης , το τετράγωνο του συντελεστή 

µερικής συσχέτισης της Υ µε µια ανεξάρτητη µεταβλητή Xi κατ’ αντιστοιχία µε την ερµηνεία 

του συντελεστή πολλαπλού προσδιορισµού που θα αναφερθούµε παρακάτω,  εκφράζει το 

ποσοστό της µεταβλητότητας της Υ που ερµηνεύεται από τη Xi, εφόσον οι γραµµικές σχέσεις 

των υπολοίπων µεταβλητών έχουν αφαιρεθεί τόσο από την Υ όσο και από τη Xi. Στο βαθµό 

που υπάρχουν πολλαπλές επιδράσεις στις τιµές µιας εξαρτηµένης µεταβλητής και η χρήση 

ενός πολλαπλού υποδείγµατος παλινδρόµησης είναι πιο κατάλληλη για τη µελέτη της 

µεταβλητής αυτής από ότι η χρήση ενός απλού υποδείγµατος, ο συντελεστής µερικής 

συσχέτισης µπορεί να οδηγήσει σε εσφαλµένα
10

 συµπεράσµατα.  

 Έστω ότι η µεταβλητή Χ2 συσχετίζεται ( στην πραγµατικότητα ) θετικά µε τη µεταβλητή Υ 

και µε τη µεταβλητή Χ1. Λόγω της συσχέτισης αυτής, οι µεταβλητές Υ και Χ1, εµφανίζονται 

επίσης να συσχετίζονται θετικά µεταξύ τους µε έναν υψηλό συντελεστή συσχέτισης ry1. Αν 

ερµηνεύσουµε τη σχέση της Υ µε τη Χ1, αγνοώντας την επίδραση της Χ2 χρησιµοποιώντας 

δηλαδή το δειγµατικό συντελεστή συσχέτισης ry1, κινδυνεύουµε, το συµπέρασµα στο οποίο 

θα καταλήξουµε να είναι εντελώς εσφαλµένο. Μέτρο της πραγµατικής γραµµικής σχέσης που 

υπάρχει µεταξύ της Υ και Χ1 είναι ο µερικός συντελεστής συσχέτισης  ry1·2, ο οποίος 

συνοψίζει τη σχέση των δύο µεταβλητών απαλλαγµένη από την γραµµική επίδραση που 

ασκεί σε αυτήν η Χ2. 

 Τέλος η επίδραση που ασκεί η µεταβλητή Χ2 στη σχέση των Υ και Χ1 ονοµάζεται 

συγχυτική επίδραση, η δε µεταβλητή Χ2 ονοµάζεται συγχυτικός παράγοντας στη σχέση 

των Υ και Χ1. 
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 εσφαλµένα: λανθασµένα 



4.5 ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΗΣ ΠΟΛΛΑΠΛΟΥ ΠΡΟΣ∆ΙΟΡΙΣΜΟΥ 

 

Στην απλή γραµµική παλινδρόµηση περιγράψαµε το συντελεστή προσδιορισµού που µετρά 

το ποσοστό της µεταβλητικότητας της Υ που οφείλονται στις επιδράσεις της ανεξάρτητης 

µεταβλητής Χ. Στην πολλαπλή παλινδρόµηση χρησιµοποιούµε επίσης τον ανάλογο 

συντελεστή για να µετρήσουµε το ποσοστό της µεταβλητότητας της εξαρτηµένης µεταβλητής 

Υ που οφείλονται στις επιδράσεις όλων µαζί των ανεξάρτητων µεταβλητών Χ1, Χ2, …, Χκ. 

Επειδή στο υπόδειγµα της πολλαπλής παλινδρόµησης περιλαµβάνονται περισσότερες από µία 

ανεξάρτητες µεταβλητές, ο συντελεστής πολλαπλού προσδιορισµού µετράει τη συνολική 

επίδραση που δέχεται η Υ από τις Χ1, Χ2, …, Χκ. Ο συντελεστής πολλαπλού προσδιορισµού 

ισούται µε: 

R² = SSR / SST = 1 – SSE / SST  ( ή    

 R² y·12...κ = =
−

−

∑

∑

=

=
n

i

i

n

i

i

yy

yy

1

2

1

2

)(

)ˆ(

 

∑

∑

=

=

−

−
−

n

i

i

n

i

ii

yy

yy

1

2

1

2

)(

)ˆ(

1  )                 (  7 ) 

όπου: 

SSR = Σ ( ŷ – y )² 

SST = Σ ( y – y  )² 

SSE = Σe² = Σ ( y – ŷ )² 

εποµένως ισχύει η σχέση: 

SST = SSR + SSE 

Από τον ορισµό του πολλαπλού συντελεστή προσδιορισµού, προκύπτει ότι η προσθήκη µιας 

νέας ανεξάρτητης µεταβλητής θα οδηγήσει σε µείωση της ανερµήνευτης συνιστώσας 

( αποκλίσεις µεταξύ y και ŷ ) και εποµένως σε αύξηση της τιµής του συντελεστή R². Όµως, 

κάθε νέα ανεξάρτητη µεταβλητή στοιχίζει και ένα βαθµό ελευθερίας. Οι βαθµοί ελευθερίας 

ισούται µε n – κ – 1, όπου κ είναι ο αριθµός των ανεξάρτητων µεταβλητών. Το ερώτηµα είναι 

εάν η αύξηση αυτή του R² είναι τόσο σηµαντική, ώστε να αξίζει την απώλεια ενός βαθµού 

ελευθερίας. Η προσθήκη πολλών ανεξάρτητων µεταβλητών µπορεί να οδηγήσει σε 

«τεχνητή»
11

 αύξηση της τιµής του R² που δεν θα έχει καµία αξία, όταν µάλιστα ο αριθµός 

των ανεξάρτητων µεταβλητών ( κ ) είναι υψηλός σε σχέση µε το µέγεθος του δείγµατος ( n ). 
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 τεχνητή: ψεύτικη, πλασµατική 



 Το πρόβληµα αυτό αντιµετωπίζεται µε το «διορθωµένο» (ή «προσαρµοσµένο») συντελεστή 

πολλαπλού προσδιορισµού που λαµβάνει υπόψη του την απώλεια των βαθµών ελευθερίας. Ο 

διορθωµένος συντελεστής πολλαπλού προσδιορισµού Ra² ( ή R ² y·12...κ  )  ισούται µε: 

Ra² = 1 – ( 1 – R² ) · 







−−

−
1

1

κn

n
  ( ή  

  R ² y·12...κ = .

1)-(n /)(

1)--(n /)ˆ(

1

1i

2

1

2

∑

∑

=

=

−

−
−

n

i

n

i

ii

yy

yy κ
 )                ( 8 ) 

 Στο προηγούµενο παράδειγµα από την εξίσωση ελαχίστων τετραγώνων, εάν περιλάβουµε 

µία µόνο ανεξάρτητη µεταβλητή έστω τη 1Χ  ο R² χωρίς τη διόρθωση ισούται µε 0,85. Ο 

διορθωµένος συντελεστής Ra² είναι: 

 Ra² = 1 – ( 1 – 0,85 ) · 







−−

−
1214

114
=  

        = 1 – ( 0,15 ) · 







11

13
 = 1 – ( 0,15 ) · 1,18 = 

         = 1 – 0,177 = 0,82 

∆ηλαδή, 3 ποσοστιαίες µονάδες µικρότερος από την αρχική του τιµή. Εάν η συνεισφορά της 

νέας µεταβλητής είναι αµελητέα
12

, ο διορθωµένος συντελεστής αντί να αυξηθεί θα µειωθεί. 

Για παράδειγµα, εάν προσθέσουµε δύο νέες µεταβλητές ( το δείκτη τιµών καταναλωτή και το 

συνολικό διαθέσιµο εισόδηµα ), µία αύξηση του R² κατά 2 ποσοστιαίες µονάδες είναι 

παραπλανητική. ∆ιότι ο Ra² είναι: 

 Ra² = 1 – ( 1 – 0,87 ) · 







−−

−
1414

114
= 0,81. 

 Στην πραγµατικότητα, δηλαδή, έχουµε µείωση του συντελεστή προσδιορισµού, παρά 

αύξηση. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι η µικρή αύξηση του R² δεν αντισταθµίζει τη µείωση 

του αριθµού των βαθµών ελευθερίας. Ο Ra² έχει σηµαντικό ρόλο στις περιπτώσεις εκείνες 

που ο αριθµός των ανεξάρτητων µεταβλητών είναι αρκετά µεγάλος σε σχέση µε το µέγεθος 

του δείγµατος. Όπως προκύπτει από τον τύπο ( 8 ) για µεγάλο ( σε σχέση µε το κ ) µέγεθος 

δείγµατος, ο Ra² διαφέρει ελάχιστα από τον R². 

Το άθροισµα των τετραγώνων των σφαλµάτων SSE υπολογίζεται ως εξής: 

                     SSE = Σe² = ( )yy ˆ−Σ  
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 αµελητέα: ασήµαντα 



                            = 2

2211 )]ˆˆˆ([( xxy ββα ++−Σ  

                            = 2211

2  ˆ ˆ ˆ yxyxyy Σ−Σ−Σ−Σ ββα                           ( 9 ) 

και το συνολικό άθροισµα των τετραγώνων µε: 

                                SST = nyy /)( 22 Σ−Σ  

Εποµένως, µε βάση τα αποτελέσµατα του πίνακα 2 και λαµβάνοντας υπόψη ότι για τα 

παραπάνω δεδοµένα 2yΣ = 6.910 έχουµε: 

SSE = 2211

2  ˆ ˆ ˆ yxyxyy Σ−Σ−Σ−Σ ββα  

            = 6.910 – ( 18,874 ) ( 306 ) – (–0,119 ) ( 46.597 ) – ( 0,13 ) ( 51.304 ) 

         = 33,322 

και  

     SST = nyy /)( 22 Σ−Σ  = 6.910 – ( 306 )² / 14 = 221,714 

δηλαδή: 

       R² = 1 – SSE / SST  

            = 1 – ( 33,322 / 221,714 ) = 0,85. 

 

     

4.6 ΕΠΑΓΩΓΙΚΟΙ ΕΛΕΓΧΟΙ ΤΗΣ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗΣ  

ΣΗΜΑΝΤΙΚΟΤΗΤΑΣ ΣΤΗΝ ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΗΣ ΠΟΛΛΑΠΛΗΣ 

ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΗΣΗΣ 

 

Οι έλεγχοι της στατιστικής σηµαντικότητας στην ανάλυση της πολλαπλής παλινδρόµησης 

έχουν σκοπό πρώτα να ελέγξουν εάν η εξίσωση της παλινδρόµησης, στο σύνολό της, εξηγεί 

ένα σηµαντικό µέρος των µεταβολών της εξαρτηµένης µεταβλητής Υ και στη συνέχεια, 

εφόσον έχουµε περισσότερες από µία ανεξάρτητες µεταβλητές, να ελέγξουµε τη 

σηµαντικότητα των συντελεστών παλινδρόµησης. Έτσι, θα διαπιστώσουµε ποιες µεταβλητές 

ασκούν σηµαντική επίδραση στη Υ και ποιες όχι. 

 Ο έλεγχος της στατιστικής σηµαντικότητας της εξίσωσης παλινδρόµησης ταυτίζεται µε τον 

έλεγχο της στατιστικής σηµαντικότητας του συντελεστή πολλαπλού προσδιορισµού R². 

∆ηλαδή θα ελέγξουµε αυτό που µετρά ο R², εάν το ποσοστό των µεταβολών της Υ που 

οφείλονται στις επιδράσεις των ανεξάρτητων µεταβολών Χ1, Χ2, …, Χκ, και ως εκ τούτο 

εξηγείται από την εξίσωση πολλαπλής παλινδρόµησης, είναι διάφορο του µηδενός. Έτσι, η 

υπόθεση µηδέν ( Η0 ) και η εναλλακτική υπόθεση ( Η1 ) διατυπώνονται ως εξής: 



Υπόθεση µηδέν ( Η0 ): Η εξίσωση της παλινδρόµησης δεν εξηγεί καθόλου τις µεταβολές της 

Υ και εποµένως β1 = β2 = … = βκ = 0. 

Εναλλακτική Υπόθεση ( Η1 ): Η εξίσωση της παλινδρόµησης εξηγεί ένα µέρος των 

µεταβολών της Υ  και τουλάχιστον ένας συντελεστής iβ ≠ 0. 

Εποµένως, θα συγκρίνουµε τις δύο συνιστώσες της SST, την εξηγηµένη ( SSR ) και την 

ανεξήγητη ( SSE ). Εάν η πρώτη είναι σηµαντικά µεγαλύτερη της δεύτερης, σηµαίνει ότι η 

επίδραση της εξίσωση  παλινδρόµησης είναι σηµαντική. Ενώ στην αντίθετη περίπτωση που η 

ανεξήγητη ( SSE ) είναι σηµαντικά µεγαλύτερη από την εξηγηµένη ( SSR ), σηµαίνει ότι το 

ποσοστό της SST που περιγράφεται από την εξίσωση είναι αµελητέο. 

 Τα SSR και SSE είναι αθροίσµατα τετραγώνων αποκλίσεων, που όµως βασίζονται σε 

διαφορετικό αριθµό βαθµών ελευθερίας. Εποµένως, η σύγκριση µεταξύ τους θα γίνει αφού 

διαιρεθούν µε τους αντίστοιχους βαθµούς ελευθερίας,  οι οποίοι  οι λόγοι που θα προκύψουν 

ονοµάζονται µέσα τετράγωνα και ο έλεγχος µεταξύ τους βασίζεται στην κατανοµή F. Ο 

πίνακας 3 δείχνει όλη τη διαδικασία του ελέγχου. 

 Εάν η τιµή Fκ,n – κ – 1  είναι µεγαλύτερη της κριτικής τιµής F( κ,n – κ – 1 ),α ( όπου α: επίπεδο 

σηµαντικότητας ), απορρίπτεται η υπόθεση µηδέν και αντίστροφα. Ο λόγος SSE / ( n – κ – 1 ) 

ονοµάζεται και µέσο τετραγωνικό σφάλµα και συµβολίζεται µε MSE. Με άλλα λόγια, το 

µέσο τετραγωνικό σφάλµα είναι το τετράγωνο του τυπικού σφάλµατος εκτίµησης και ισούται 

µε se². 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 3 έλεγχος της στατιστικής σηµαντικότητας της εξίσωσης πολλαπλής 

παλινδρόµησης 

        Πηγή  

Μεταβλητικότητας 

Αθροίσµατα 

Τετραγώνων 

  Βαθµοί 

 Ελευθερίας 

    Μέσα 

Τετράγωνα 

  Λόγος  

 Fκ.n-κ-1 

   

  Παλινδρόµηση 

     

     SSR 

       

        κ 

 

    SSR / κ 

[SSR / κ] / [  

SSE /(n-κ-1)] 

 

 

Σφάλµα ( ή 

κατάλοιπος 

      SSE 

 

   n – κ – 1 SSE /(n-κ-1) 

 

 

   Σύνολο       SST      n – 1    

 

Έτσι, η στατιστική F µε βαθµούς ελευθερίας κ και n – κ – 1, ισούται µε: 



F(κ,n – κ – 1) = [ Σ ( ŷ – y )² / κ ] / [ Σ ( y – ŷ )² / ( n – κ – 1 ) ] 

                 = [SSR / κ] / [ SSE /(n-κ-1)] 

                 = [SSR / κ] / MSE                              ( 10 ) 

 

Επιπλέον, εάν ο έλεγχος της στατιστικής σηµαντικότητας του συντελεστή πολλαπλού 

προσδιορισµού R
2
 δείξει ότι η εξίσωση παλινδρόµησης, στο σύνολό της, εξηγεί ένα 

σηµαντικό µέρος των µεταβολών της Υ, το επόµενο βήµα είναι να ελέγξουµε τη 

σηµαντικότητα των συντελεστών µερικής παλινδρόµησης iβ̂ , κ,...,2,1=i . Όπως συµβαίνει 

µε όλες τις παραµέτρους που η εκτίµησή τους βασίζεται σε δείγµα παρατηρήσεων, έτσι και οι 

συντελεστές iβ̂  υπόκεινται στα σφάλµατα της δειγµατοληψίας. Αυτό σηµαίνει ότι πρέπει να 

γνωρίζουµε όχι µόνο εάν οι iβ  είναι διάφοροι του µηδενός, αλλά και σε ποιο διάστηµα 

εµπιστοσύνης βρίσκονται οι τιµές των συντελεστών µερικής παλινδρόµησης του πληθυσµού. 

Άλλωστε δεν  πρέπει να ξεχνάµε ότι οι συντελεστές παλινδρόµησης iβ , κ,...,2,1=i  είναι 

εκείνοι που έχουν όλη την ευθύνη της περιγραφής  µεταξύ της σχέσης εξάρτησης της Υ από 

τις µεταβλητές της Χ. 

 Το τυπικό σφάλµα της κατανοµής δειγµατοληψίας του συντελεστή β̂ i συµβολίζεται µε 
iβ

σ ˆ  

και έτσι, η υπόθεση µηδέν ( Η0 ) και η εναλλακτική υπόθεση ( Η1 ) διατυπώνονται ως εξής: 

Υπόθεση µηδέν ( Η0 ): 
∗= ii ββ  

( Ο συντελεστής µερικής παλινδρόµησης i του πληθυσµού ισούται µε 
∗

iβ  ) 

Εναλλακτική Υπόθεση ( Η1 ): 
∗≠ ii ββ  

( Ο συντελεστής µερικής παλινδρόµησης i του πληθυσµού είναι διάφορος του 
∗

iβ  ) 

Ο έλεγχος γίνεται µε το γνωστό κριτήριο t και n – κ – 1 βαθµούς ελευθερίας, δηλαδή: 

        1−−κnt = 

i

ii

s
β

ββ

ˆ

ˆ ∗−
                          ( 11 ) 

Εάν η τιµή  1−−κnt  είναι µεγαλύτερη της κριτικής τιµής 2/,1ακ −−nt , απορρίπτεται η υπόθεση 

µηδέν και αντίστροφα. Για επίπεδο σηµαντικότητας α, η κριτική τιµή αντιστοιχεί στο κάτω ή 

άνω 
2

α
 της αντίστοιχης κατανοµής t µε n – κ – 1 βαθµούς ελευθερίας. Με τον τύπο ( 11 ) 

ελέγχουµε και την υπόθεση µηδέν ( Η0 ) µε iβ  = 0. Θα πρέπει να διευκρινίσουµε ότι οι 

έλεγχοι του τύπου αυτού δεν είναι ανεξάρτητοι µεταξύ τους, αλλά ο έλεγχος για κάθε 



συντελεστή  iβ  γίνεται υπό προϋπόθεση ότι υπάρχουν και άλλες ανεξάρτητες µεταβλητές στο 

υπόδειγµα, δηλαδή οι έλεγχοι του τύπου ( 11 ) είναι υπό συνθήκη έλεγχοι της στατιστικής 

σηµαντικότητας των iβ  . Έτσι, η σωστή διατύπωση της υπόθεσης Η0 και της εναλλακτικής Η1 

για τον έλεγχο της στατιστικής σηµαντικότητας των iβ  είναι: 

Υπόθεση µηδέν ( Η0 ): iβ  = 0, δεδοµένου ότι όλες οι ανεξάρτητες µεταβλητές 

περιλαµβάνονται στο υπόδειγµα. 

Εναλλακτική Υπόθεση ( Η1 ): 0≠iβ , δεδοµένου ότι όλες οι ανεξάρτητες µεταβλητές 

περιλαµβάνονται στο υπόδειγµα. 

 Τέλος για το επίπεδο σηµαντικότητας α, το διάστηµα εµπιστοσύνης του i συντελεστή 

παλινδρόµησης ισούται µε: 

            iβ̂  – 
i

s
β̂
· 2/,1 ant −−κ  < iβ  < iβ̂  + 

i
s
β̂
· 2/,1 ant −−κ       ( 12 ) 

Συµπερασµατικά, σύµφωνα µε τα παραπάνω κεφάλαια θα αναφερθούµε, πως λειτουργούν οι 

εφαρµογές της γραµµικής παλινδρόµησης στο χώρο των επιχειρήσεων και την οικονοµία στο 

εξής παρακάτω κεφάλαιο µέσω του στατιστικού προγράµµατος ( SPSS ). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5  ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΤΗΣ ΓΡΑΜΜΙΚΗΣ 

ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΗΣΗΣ ΣΤΟ ΧΩΡΟ ΤΩΝ ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΕΩΝ ΚΑΙ 

ΤΗΝ ΟΙΚΟΝΟΜΙΑ 

 

ΑΣΚΗΣΗ 1: Τα ετήσια έξοδα διατροφής ( σε χιλιάδες € ) που αντιστοιχεί στην εξαρτηµένη 

µεταβλητή Υ  και το ετήσιο οικογενειακό εισόδηµα που αντιστοιχεί στην ανεξάρτητη 

µεταβλητή Χ έχουν ως εξής: 

                          ix                           iy  

                          5,2                          28 

                          5,1                          26 

                          5,6                          32 

                          4,6                          24 

                         11,3                          54 

                          8,1                          58 

                          7,8                          44 

                          5,8                          30 

                          6,1                          40 

                        16,0                          82 

                          4,9                          42 

                        11,8                          55 

                         5,2                          28 

                         4,8                          20 

                         7,9                          42 

                         6,4                          46 

                        15,8                         110 

                        14,0                           85 

                          5,1                           31 

                          2,9                           26 

                        12,0                           70 

                        13,6                           75 

                        17,2                           80 



                         12,8                            82 

                         15,0                            90 

 

Α) Να κατασκευαστεί το διάγραµµα διασποράς των µεταβλητών Χ και Υ. 

Β) Να ερµηνευθεί ο συντελεστής του Pearson. 

Γ) Να βρεθεί ο συντελεστής προσδιορισµού. 

∆) Να βρεθεί η ευθεία παλινδρόµησης και να σχολιαστεί. 

Ε) Να βρεθεί ο πίνακας ανάλυσης διακύµανσης ( ANOVA ) και να κατασκευαστεί το 

διάγραµµα διασποράς p-p plot ( κανονικότητα των σφαλµάτων ). 

ΣΤ) Να ερµηνευθεί ο έλεγχος του Kolmogorov-Smirnov. 

Ζ) Να βρεθεί η ανεξαρτησία των καταλοίπων µέσα από τον έλεγχο ροών και να σχολιαστεί. 

 

ΛΥΣΗ:  

                             Α)   Με βάση την απλή γραµµική παλινδρόµηση έχουµε: 

 

∆ΙΑΓΡΑΜΜΑ 1 

 



 

Στο παραπάνω γράφηµα δίνεται το διάγραµµα διασποράς της µεταβλητής  Χ που αντιστοιχεί 

στο ετήσιο οικογενειακό εισόδηµα και της µεταβλητής Υ που αντιστοιχεί στα ετήσια έξοδα 

διατροφής. Από το γράφηµα παρατηρούµε ότι οι µεταβλητές είναι θετικά συσχετισµένες 

δηλαδή η αύξηση των τιµών της µεταβλητής  Χ συνεπάγεται και αύξηση της  µεταβλητής Υ. 

 

Β)  

ΠΙΝΑΚΑΣ 1 

Correlations 

  Y  Χ : 

Pearson Correlation Y : 1,000 ,940 

Χ  ,940 1,000 

Sig. (1-tailed) Y  . ,000 

Χ  ,000 . 

N Y  25 25 

Χ  25 25 

 

Ο συντελεστής Pearson λαµβάνει την τιµή 0,94, τιµή που µας υποδηλώνει ότι οι µεταβλητές 

είναι έντονα θετικά συσχετισµένες, όπως είχαµε διαπιστώσει στο παραπάνω διάγραµµα 

διασποράς. 

Το αποτέλεσµα αυτό επιβεβαιώνεται στατιστικά και από τον έλεγχο: 

Η0: 0, =yxr            vs               Η1: 0, ≠yxr      

όπου µηδενική υπόθεση είναι ότι οι µεταβλητές yx,  είναι ασυσχέτιστες έναντι της 

εναλλακτικής ότι συσχετίζονται. 

Από το p-value του ελέγχου που δίνεται από τον πίνακα ισχύει ότι  

   p-value = 0,000 < α ( όπου α = 5%, το επίπεδο σηµαντικότητας του ελέγχου ) και εποµένως 

απορρίπτουµε τη µηδενική υπόθεση. 

 

 

 

 

 

 



Γ) 

ΠΙΝΑΚΑΣ 2 

 

 

Από τον παραπάνω πίνακα βλέπουµε ότι ο συντελεστής προσδιορισµού R
2
= 0,884 τιµή που 

αποτελεί ένδειξη της καταλληλότητας του µοντέλου καθώς προσεγγίζει το 1. 

 

∆) 

 ΠΙΝΑΚΑΣ 3 

 

Στο παραπάνω πίνακα δίνονται οι συντελεστές της ευθείας παλινδρόµησης η οποία δίνεται 

από την σχέση  

ŷ = xβα ˆˆ + ⇒  ŷ = x164,0457,0 +  

Όσον αφορά τον σταθερό όρο ( α ) , παρατηρούµε µέσω του ελέγχου :  

Η0: α = 0 vs Η1: α≠0 

ότι το p-value = 0,529 > 0,05 = α και εποµένως αποδεχόµαστε την µηδενική υπόθεση 

συνεπώς ο σταθερός όρος δεν είναι στατιστικά σηµαντικός. 

Επίσης από τον πίνακα µπορούµε να πραγµατοποιήσουµε και τον αντίστοιχο έλεγχο για την 

κλίση της ευθείας που είναι ο ακόλουθος τύπος 

Η0: β = 0 vs Η1: β≠0 

Model Summary 

Model R R Square 

Adjusted R 

Square 

Std. Error of the 

Estimate 

Change Statistics 

R Square 

Change F Change df1 df2 

Sig. F 

Change 

1 ,940
a
 ,884 ,879 1,5397 ,884 176,071 1 23 ,000 

a. Predictors: (Constant), Χ : ΕΤΗΣΙΟ ΟΙΚΟΓΕΝΕΙΑΚΟ ΕΙΣΟ∆ΗΜΑ(ΣΕ ΧΙΛΙΑ∆ΕΣ €) 

Coefficients
a
 

Model 

Unstandardized Coefficients 

Standardized 

Coefficients 

t Sig. 

95,0% Confidence Interval for B 

B Std. Error Beta Lower Bound Upper Bound 

1 (Constant) ,457 ,714  ,640 ,529 -1,020 1,933 

Χ  ,164 ,012 ,940 13,269 ,000 ,139 ,190 

a. Dependent VariableQ Y Q ETHSIA EJODA DIATROFHS (SE XILIADES €) 



διακρίνουµε ότι p-value = 0,000 < 0,05 = α και εποµένως απορρίπτεται η µηδενική υπόθεση 

συνεπώς η παράµετρος β  είναι στατιστικά σηµαντική. 

Τους παραπάνω ελέγχους µπορούµε εναλλακτικά να τους πραγµατοποιήσουµε µέσω των 

διαστηµάτων εµπιστοσύνης. Συγκεκριµένα από τον πίνακα βλέπουµε ότι το 95% διάστηµα 

εµπιστοσύνης για τον σταθερό όρο είναι το [ -1,020 , 1,933 ] διαπιστώνουµε ότι το 0 ανήκει 

στο διάστηµα και συνεπώς αποδεχόµαστε την Η0. Αντίστοιχα το 95% διάστηµα 

εµπιστοσύνης για την κλίση είναι το [ 0,139  , 0,190 ] και αφού το 0 δεν ανήκει στο διάστηµα 

εµπιστοσύνης η Η0 απορρίπτεται. 

 Στην συνέχεια δίνεται ο πίνακας της ανάλυσης διακύµανσης ( ANOVA  ) 

 

 Ε) 

   ΠΙΝΑΚΑΣ 4 

 

                                                                       ANOVA
b
 

Model Sum of Squares df Mean Square F Sig. 

1 Regression 417,431 1 417,431 176,071 ,000
a
 

Residual 54,529 23 2,371   

Total 471,960 24    

a. Predictors: (Constant), Χ : ΕΤΗΣΙΟ ΟΙΚΟΓΕΝΕΙΑΚΟ ΕΙΣΟ∆ΗΜΑ(ΣΕ ΧΙΛΙΑ∆ΕΣ €) 

β. ∆επενδεντ Ωαριαβλε: Υ : ΕΤΗΣΙΑ ΕΞΟ∆Α ∆ΙΑΤΡΟΦΗΣ (ΣΕ ΧΙΛΙΑ∆ΕΣ €) 

 

Από τον πίνακα µπορούµε να λάβουµε το συνολικό άθροισµα των τετραγώνων δηλαδή ( SST )  

SST = 471,960 το οποίο εκφράζει την συνολική διασπορά των τιµών της µεταβλητής Υ. 

Επίσης λαµβάνουµε το SSR = 417,431 το οποίο αποτελεί τη διασπορά των τιµών της Υ κάτω 

από την ευθεία παλινδρόµησης, καθώς και SSE =  

 = 54,529 το οποίο αποτελεί το άθροισµα τετραγώνων των σφαλµάτων 

Ακόµα δίνεται η τιµή της στατιστικής συνάρτησης  F = MSR / MSE  = 176,071 που 

αντιστοιχεί στον έλεγχο Η0: β = 0 vs Η1: β≠0 

όπου η p-value = 0,000 < 0,05 = α και εποµένως απορρίπτεται η µηδενική υπόθεση άρα η 

παράµετρος β  είναι στατιστικά σηµαντική. 

Εδώ πρέπει να αναφέρουµε ότι ο παραπάνω έλεγχος από τον πίνακα ANOVA είναι 

ισοδύναµος µε τον αντίστοιχο που λάβαµε από τον πίνακα µε τους συντελεστές και αυτό 

οφείλεται στο γεγονός ότι έχουµε µόνο µια ανεξάρτητη µεταβλητή. 



 Απαραίτητες προϋποθέσεις για την εφαρµογή και την καταλληλότητα του µοντέλου είναι οι 

ακόλουθες:  

1. τα σφάλµατα ακολουθούν κανονική κατανοµή 

2. οµασκεδαστικότητα των σφαλµάτων 

3. ανεξαρτησία των σφαλµάτων 

Αρχικά θα ελέγξουµε αν τα σφάλµατα ακολουθούν κανονική κατανοµή. 

Γραφικά την κανονικότητα των καταλοίπων θα την ελέγξουµε µέσω του διαγράµµατος p-p 

plot. 

 

∆ΙΑΓΡΑΜΜΑ 2 

 

Από το παραπάνω γράφηµα διακρίνουµε ότι τα κατάλοιπα προσεγγίζουν ικανοποιητικά την 

ευθεία γεγονός που αποτελεί ένδειξη ότι ακολουθούν κανονική κατανοµή. Την ένδειξη αυτή 

µπορούµε να αποδείξουµε και στατιστικά µέσω του ελέγχου Kolmogorov-Smirnov 

 

 

 



ΣΤ) 

ΠΙΝΑΚΑΣ 5 

 

One-Sample Kolmogorov-Smirnov Test 

  Studentized 

Residual 

N 25 

Normal Parameters
a,,b

 Mean -,0068690 

Std. Deviation 1,03196383 

Most Extreme Differences Absolute ,121 

Positive ,121 

Negative -,107 

Kolmogorov-Smirnov Z ,603 

Asymp. Sig. (2-tailed) ,860 

a. Test distribution is Normal. 

b. Calculated from data. 

 

Από τον πίνακα έχουµε ότι η p-value του ελέγχου είναι 0,860 > 0,05 και εποµένως 

αποδεχόµαστε την µηδενική υπόθεση δηλ. την υπόθεση της κανονικότητας των σφαλµάτων 

Στη συνέχεια δίνεται το διάγραµµα διασποράς όπου στον κατακόρυφο άξονα έχουµε τις 

εκτιµώµενες τιµές και στον οριζόντιο τα κατάλοιπα. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



∆ΙΑΓΡΑΜΜΑ 3 

 

 

Μέσω του διαγράµµατος µπορούµε να ελέγξουµε την οµασκεδαστικότητα και ανεξαρτησία 

των σφαλµάτων. Εποµένως οι τιµές είναι τυχαία διασκορπισµένες και άρα οι προϋποθέσεις 

πληρούνται. 

 

Ζ) 

Την ανεξαρτησία των καταλοίπων µπορούµε να την επιβεβαιώσουµε και στατιστικά από τον 

έλεγχο ροών. 

     

 

 

 

 

 

 

 

 



ΠΙΝΑΚΑΣ 6 

 

Runs Test 

 Studentized 

Residual 

Test Value
a
 ,07598 

Cases < Test Value 12 

Cases >= Test Value 13 

Total Cases 25 

Number of Runs 12 

Z -,401 

Asymp. Sig. (2-tailed) ,688 

a. Median 

 

Από τον πίνακα έχουµε ότι η p-value του ελέγχου είναι 0,688 > 0,05 και εποµένως 

αποδεχόµαστε την µηδενική υπόθεση δηλ. την υπόθεση της ανεξαρτησίας των σφαλµάτων 

Συµπεραίνουµε µε βάση τα παραπάνω ότι οι υποθέσεις τις καταλληλότητας του γραµµικού 

υποδείγµατος ικανοποιούνται που µας οδηγεί στο γεγονός ότι το µοντέλο που έχουµε εξάγει 

είναι ικανοποιητικό. 

∆ιαπιστώσαµε ότι η εξίσωση παλινδρόµησης είναι οι εξής: 

ŷ = x164,0457,0 +  

 Η κλίση της ευθείας είναι 0,164 και ουσιαστικά µας δείχνει ότι όταν η τιµή του χ  

µεταβληθεί κατά µία µονάδα ( που στο παράδειγµα αντιστοιχεί σε 1000 ευρώ ) τότε το  ŷ θα 

αυξηθεί κατά 0,164. 

 Ο σταθερός όρος 0,457 υποδηλώνει την τιµή που θα λάβει το ŷ όταν το 0=x . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

ΑΣΚΗΣΗ 2: Τα επενδυµένα κεφάλαια Χ και τα πραγµατοποιηθέντα κέρδη Υ δεκαπέντε 

επιχειρήσεων κατά το έτος 2013 είχαν ως εξής (σε χιλιάδες ευρώ): 

 

i
x  100 60 30 50 120 200 40 70 170 230 190 250 80 210 140 

i
y  15 11 6 11 17 21 5 9 18 30 19 32 12 22 20 

 

Α) Να κατασκευαστεί το διάγραµµα διασποράς των µεταβλητών Χ και Υ. 

Β) Να προσδιορισθεί η ευθεία γραµµικής παλινδρόµησης ŷ = βα ˆˆ + · x  . 

Γ) Να ερµηνευθούν οι τιµές των συντελεστών παλινδρόµησης α̂  και β̂ . 

∆) Να βρεθεί ο συντελεστής γραµµικής συσχέτισης r και να σχολιασθεί το αποτέλεσµα. 

Ε) Να βρεθούν οι διαφορές µεταξύ των πραγµατικών τιµών της εξαρτηµένης   µεταβλητής 

Υ και των αντίστοιχων εκτιµώµενων τιµών (residuals). 

Ζ) Ποιο είναι το κέρδος που περιµένουµε να έχει µια επιχείρηση, εάν είναι γνωστό ότι έχει 

επενδύσει 160 χιλιάδες ευρώ; 

 

ΛΥΣΗ: 

 Α) Το διάγραµµα διασποράς των µεταβλητών Χ και Υ φαίνεται στο παρακάτω σχήµα: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



∆ΙΑΓΡΑΜΜΑ 4 

 

Β) Κατασκευάζουµε τον παρακάτω πίνακα: 

                                              ΠΙΝΑΚΑΣ 7 

i
x  i

y  i i
x y⋅  2

i
x  2

i
y  

100 15 1500 10000 225 

60 11 660 3600 121 

30 6 180 900 36 

50 11 550 2500 121 

120 17 2040 14400 289 

200 21 4200 40000 441 

40 5 200 1600 25 

70 9 630 4900 81 

170 18 3060 28900 324 

230 30 6900 52900 900 

190 19 3610 36100 361 

250 32 8000 62500 1024 

80 12 960 6400 144 

210 22 4620 44100 484 

140 20 2800 19600 400 
15

1

1940
i

i

x
=

=∑  
15

1

248
i

i

y
=

=∑  
15

1

39910
i i
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x y
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15

2

1

328400
i

i

x
=

=∑  
15

2

1

4976
i

i

y
=

=∑  



 

Έχουµε: 

                                   33,129
15

1940

15

15

1 ===
∑
=i

ix

x  

και 

                                  53,16
15

248

15

15

1 ===
∑
=i

iy

y . 

 

Η εξίσωση παλινδρόµησης είναι της µορφής: 

                                              βα ˆˆˆ +=y · x  

Οι συντελεστές παλινδρόµησης α̂ και β̂  υπολογίζονται µε τους παρακάτω τύπους: 

                 101,0
194032840015

24819403991015
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∑ ∑
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= =
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i i

ii

i i

i

i

iii

xx

yxyx

β  

και 

                 .46,333,129101,053,16ˆˆ =⋅−=−= xy βα  

Συνεπώς, η ζητούµενη εξίσωση παλινδρόµησης είναι: 

ˆ 3.46 0.101y x= + ⋅ . 

Η ευθεία παλινδρόµησης φαίνεται στο παρακάτω σχήµα: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



∆ΙΑΓΡΑΜΜΑ 5 

 

 

 

Γ) Η σταθερά 46,3ˆ =α  προσδιορίζει (θεωρητικά) τα πραγµατοποιηθέντα κέρδη που 

αντιστοιχούν στην τιµή Χ = 0. Η σταθερά 101,0ˆ =β  δείχνει ότι όταν τα επενδυµένα 

κεφάλαια αυξηθούν κατά 1000 ευρώ, τότε τα πραγµατοποιηθέντα κέρδη θα αυξηθούν κατά 

101 ευρώ.  

 

∆) Ο συντελεστής γραµµικής συσχέτισης είναι: 
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Επειδή η τιµή του συντελεστή συσχέτισης είναι πολύ κοντά στη µονάδα, υπάρχει ισχυρή 

θετική συσχέτιση µεταξύ των µεταβλητών Χ και Υ. 

 

Ε) Οι διαφορές iii yyu ˆˆ −=  µεταξύ των πραγµατικών τιµών της εξαρτηµένης µεταβλητής Υ 

και των αντίστοιχων εκτιµώµενων τιµών δίνονται στον παρακάτω πίνακα: 

                                                        ΠΙΝΑΚΑΣ 8 

i
x  i

y  ˆ
iy  ˆ ˆ

i i iu y y= −  

100 15 13,56745 1,43255 

60 11 9,52306 1,47694 

30 6 6,48976 -0,48976 

50 11 8,51196 2,48804 

120 17 15,58964 1,41036 

200 21 23,67842 -2,67842 

40 5 7,50086 -2,50086 

70 9 10,53415 -1,53415 

170 18 20,64513 -2,64513 

230 30 26,71172 3,28828 

190 19 22,66733 -3,66733 

250 32 28,73391 3,26609 

80 12 11,54525 0,45475 

210 22 24,68952 -2,68952 

140 20 17,61184 2,38816 

 

 

Ζ) Το κέρδος που περιµένουµε να έχει µια επιχείρηση, εάν είναι γνωστό ότι έχει επενδύσει 

160 χιλιάδες ευρώ θα βρεθεί από την εξίσωση παλινδρόµησης για 160x = . Έχουµε: 

                                    .62,19160101,046,3ˆ =⋅+=y  

Συνεπώς, το κέρδος που περιµένουµε να έχει µια επιχείρηση, εάν είναι γνωστό ότι έχει 

επενδύσει 160 χιλιάδες ευρώ είναι 19620 ευρώ. 

 

 



 

ΑΣΚΗΣΗ 3: Στον παρακάτω πίνακα δίνονται οι πωλήσεις 10 οικοπέδων που έλαβαν χώρα 

σε µια περιοχή. 

             

                                                      ΠΙΝΑΚΑΣ 9 

Τιµή πώλησης ανά 

2
m  

(Y ) 

2500 2630 2400 2700 2570 2100 2780 2230 2490 2340 

Εµβαδόν οικοπέδου 

σε 
2

m  

( 1X ) 

390 430 385 435 410 300 440 370 400 350 

Συντελεστής 

δόµησης 

( 2X ) 

2,6 2,8 2,6 3 2,8 2,3 3,1 2,4 2,7 2,5 

Μήκος πρόσοψης σε 

m  

( 3X ) 

21 22 20 21 19 17 22 19 20 18 

Εµπορικότητα 

( 4X ) 
2 2,1 1,6 2,3 2 1,4 2,5 1,5 1,8 1,6 

 

Να εκτιµηθεί η αξία οικοπέδου 420
2

m  της περιοχής που έχει συντελεστή δόµησης 2,9, µήκος 

πρόσοψης 18 m  και εµπορικότητα 1,9. 

 

ΛΥΣΗ: 

Με τη βοήθεια του λογισµικού στατιστικής επεξεργασίας ερευνητικών δεδοµένων  SPSS 17.0 

βρίσκουµε την εξίσωση παλινδρόµησης: 

 

           4321 393,180234,5372,314456,172,618ˆ xxxxy ⋅+⋅+⋅+⋅+=  

 

 

       

 



ΠΙΝΑΚΑΣ 10 

 

Coefficients
a
 

Model 

Unstandardized Coefficients 

Standardized 

Coefficients 

t Sig. B Std. Error Beta 

1 (Constant) 618,872 370,151  1,672 ,155 

Εµβαδόν οικοπέδου  1,456 1,096 ,297 1,329 ,241 

Συντελεστής δόµησης 314,372 234,955 ,376 1,338 ,239 

Μήκος πρόσοψης  5,234 20,015 ,041 ,262 ,804 

Εµπορικότητα 180,393 138,005 ,309 1,307 ,248 

a. Dependent Variable: Τιµή πώλησης  

 

Συνεπώς, η αξία οικοπέδου 420
2

m  της περιοχής που έχει συντελεστή δόµησης 2,9, µήκος 

πρόσοψης 18 m  και εµπορικότητα 1,9 είναι: 

 

 .0295,25799,1393,18018234,59,2372,314420456,1872,618 =⋅+⋅+⋅+⋅+  

 

 

ΑΣΚΗΣΗ 4: Στον παρακάτω πίνακα παρατίθενται οι πωλήσεις ενός προϊόντος (σε χιλιάδες 

ευρώ) σε µια συγκεκριµένη περίοδο ( Υ ), οι δαπάνες διαφήµισης του προϊόντος (σε χιλιάδες 

ευρώ) κατά τη διάρκεια της ίδιας περιόδου ( Χ1 ) και ο αριθµός των ανταγωνιστικών 

προϊόντων που πωλούνται σε κάθε περιοχή ( Χ2 ). 

              ΠΙΝΑΚΑΣ 11 

Περιοχή 
Πωλήσεις 

( Υ ) 

∆ιαφηµιστικές ∆απάνες 

             ( Χ1 ) 

Αριθµός Ανταγωνιστών 

( Χ2 ) 

1 5 4 15 

2 10 7 16 

3 9 6 10 

4 20 15 7 

5 17 12 9 

6 8 5 11 

7 22 15 6 



8 13 10 8 

9 16 11 10 

10 18 13 5 

Σύνολο 138 98 97 

 

Α) Να κατασκευαστεί το τρισδιάστατο διάγραµµα διασποράς των µεταβλητών Χ1, Χ2, και Υ. 

Β) Να βρεθεί το επίπεδο παλινδρόµησης της µεταβλητής Υ ως προς τις µεταβλητές Χ1 και Χ2. 

Γ) Να βρεθούν ο συντελεστής πολλαπλής συσχέτισης ( R ), ο συντελεστής πολλαπλού 

προσδιορισµού (
2

R )  και ο προσαρµοσµένος συντελεστής πολλαπλού προσδιορισµού (
2

adj
R ). 

 

ΛΥΣΗ:  

Α) Το τρισδιάστατο διάγραµµα διασποράς των µεταβλητών Χ1, Χ2 και Υ φαίνεται στο 

παρακάτω σχήµα: 
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Β) Με τη βοήθεια του λογισµικού στατιστικής επεξεργασίας ερευνητικών δεδοµένων  SPSS 

17.0 βρίσκουµε την εξίσωση παλινδρόµησης: 

                    

                               21 035,0349,1920,0ˆ xxy ⋅−⋅+=  

 

 ΠΙΝΑΚΑΣ 12 

Coefficients
a
 

Model 

Unstandardized Coefficients 

Standardized 

Coefficients 

t Sig. B Std. Error Beta 

1 (Constant) ,920 2,294  ,401 ,700 

∆ιαφηµιστικές ∆απάνες 1,349 ,115 ,973 11,701 ,000 

Αριθµός Ανταγωνιστών -,035 ,131 -,022 -,270 ,795 

a. Dependent Variable: Πωλήσεις 

 

Το επίπεδο παλινδρόµησης της µεταβλητής Υ ως προς τις µεταβλητές Χ1 και Χ2 φαίνεται στο 

παρακάτω σχήµα: 

∆ΙΑΓΡΑΜΜΑ 7 

 



Γ) Στον παρακάτω πίνακα δίνεται ο συντελεστής πολλαπλής συσχέτισης ( 991,0=R ) µεταξύ 

των ανεξάρτητων µεταβλητών και της εξαρτηµένης µεταβλητής του υποδείγµατος. Στον ίδιο 

πίνακα, αναφέρεται ο συντελεστής πολλαπλού προσδιορισµού ( 983,02 =R  ), ο οποίος ορίζει 

το ποσοστό της µεταβλητότητας της εξαρτηµένης µεταβλητής που ερµηνεύεται από τις 

ανεξάρτητες. Επίσης, στον πίνακα δίνεται η τιµή του προσαρµοσµένου συντελεστή 

πολλαπλού προσδιορισµού: 

                                                 
2

adj
R   = 0,978. 

 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 13 

 

Model Summary 

Model R R Square 

Adjusted R 

Square 

Std. Error of the 

Estimate 

1 ,991
a
 ,983 ,978 ,844 

a. Predictors: (Constant), Αριθµός Ανταγωνιστών, ∆ιαφηµιστικές 

∆απάνες 

 

 

 

ΑΣΚΗΣΗ 5: Ένας ερευνητής θέλει να καθορίσει την καλύτερη τοποθεσία για το επόµενο 

εστιατόριο µιας αλυσίδας εστιατορίων. Μια προσεκτική µελέτη δείχνει ότι θα πρέπει να 

εξετάσει τις παρακάτω τρεις µεταβλητές: 

Χ1: Το µέσο εισόδηµα των νοικοκυριών του πληθυσµού σε ευρώ. 

Χ2: Ο αριθµός των ανθρώπων που ζουν σε ακτίνα πέντε χιλιοµέτρων από τη θέση του 

εστιατορίου. 

Χ3: Ο αριθµός των άµεσων ανταγωνιστών στην αγορά µέσα σε µια ακτίνα τριών χιλιοµέτρων 

από τη θέση του εστιατορίου. 

Στον παρακάτω πίνακα δίνονται οι πωλήσεις σε ευρώ 10 εστιατορίων της αλυσίδας 

εστιατορίων. 

                                                         

                                                          

 



ΠΙΝΑΚΑΣ 14 

Εστιατόρια 
Πωλήσεις 

(Υ) 
Μέσο Εισόδηµα 

( Χ1 ) 

Πληθυσµός 

( Χ2 ) 

Ανταγωνιστές 

( Χ3 ) 

1 150000 19000 8000 4 

2 113000 15000 6250 9 

3 134000 17000 7350 5 

4 95000 13000 5900 7 

5 162000 20000 8600 4 

6 146000 18500 7120 5 

7 105000 12000 6360 8 

8 170000 23000 8500 3 

9 125000 16500 5900 5 

10 152000 20000 7200 4 

 

Α) Να βρεθεί η εξίσωση παλινδρόµησης .ˆˆˆˆˆ
332211 xxxy ⋅+⋅+⋅+= βββα  

Β) Να βρεθούν ο συντελεστής πολλαπλής συσχέτισης ( R ), ο συντελεστής πολλαπλού 

προσδιορισµού (
2

R )  και ο προσαρµοσµένος συντελεστής πολλαπλού προσδιορισµού (
2

adj
R ). 

 

ΛΥΣΗ: 

A) Με τη βοήθεια του λογισµικού στατιστικής επεξεργασίας ερευνητικών δεδοµένων  SPSS 

17.0 βρίσκουµε τον παρακάτω πίνακα: 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 15 

Coefficients
a
 

Model 

Unstandardized Coefficients 

Standardized 

Coefficients 

t Sig. B Std. Error Beta 

1 (Constant) 3764,809 29219,235  ,129 ,902 

Μέσο Εισόδηµα 4,966 1,247 ,672 3,982 ,007 

Πληθυσµός 7,038 3,011 ,284 2,338 ,058 

Ανταγωνιστές -939,672 1824,707 -,073 -,515 ,625 

a. Dependent Variable: Πωλήσεις 

 

Από τον παραπάνω πίνακα έχουµε: 

                  672,939ˆ  ,038,7ˆ  ,966,4ˆ  ,809,3764ˆ
321 −==== βββα . 



Για παράδειγµα, ο συντελεστής 1β̂  του µέσου εισοδήµατος είναι η αύξηση των πωλήσεων σε 

ευρώ για κάθε αύξηση του µέσου εισοδήµατος κατά ένα ευρώ, εφόσον ο πληθυσµός και ο 

αριθµός των ανταγωνιστών παραµένουν αµετάβλητοι. 

Συνεπώς, η εξίσωση παλινδρόµησης είναι: 

             321 672,939038,7966,4809,3764ˆ xxxy ⋅−⋅+⋅+=  

Β) Στον παρακάτω πίνακα δίνεται ο συντελεστής πολλαπλής συσχέτισης ( 986,0=R ) µεταξύ 

των ανεξάρτητων µεταβλητών και της εξαρτηµένης µεταβλητής του υποδείγµατος. Ο 

συντελεστής πολλαπλής συσχέτισης αποτελεί µέτρο της συνολικής γραµµικής σχέσης που 

υπάρχει µεταξύ της εξαρτηµένης µεταβλητής, δηλαδή των πωλήσεων και των ανεξάρτητων 

µεταβλητών, δηλαδή του µέσου εισοδήµατος, του πληθυσµού και του αριθµού των 

ανταγωνιστών. Στον ίδιο πίνακα, αναφέρεται ο συντελεστής πολλαπλού προσδιορισµού 

( 973,02 =R ), ο οποίος ορίζει το ποσοστό της µεταβλητότητας της εξαρτηµένης µεταβλητής 

που ερµηνεύεται από τις ανεξάρτητες. Από την τιµή του συγκεκριµένου συντελεστή 

προκύπτει ότι το 97,3% της µεταβλητότητας των πωλήσεων ερµηνεύεται από το µέσο 

εισόδηµα, τον πληθυσµό και τον αριθµό των ανταγωνιστών. Επίσης, στον πίνακα δίνεται η 

τιµή του προσαρµοσµένου συντελεστή πολλαπλού προσδιορισµού: 

                                                   
2

adj
R   = 0,959. 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 16 

Model Summary 

Model R R Square 

Adjusted R 

Square 

Std. Error of the 

Estimate 

1 ,986
a
 ,973 ,959 5072,409 

a. Predictors: (Constant), Ανταγωνιστές, Πληθυσµός, Μέσο Εισόδηµα 

 

 

 

                    

 

                            

 

 

 



ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

 

  Συνοψίζοντας, αντικείµενο της διπλωµατικής αυτής εργασίας είναι η γραµµική 

παλινδρόµηση καθώς και οι εφαρµογές αυτής στις επιχειρήσεις και την οικονοµία. Όπως 

αναφέρθηκε, η παλινδρόµηση αποτελεί µια ευρέως χρησιµοποιηµένη στατιστική τεχνική 

µοντελοποίησης για την έρευνα της συσχέτισης µεταξύ µιας εξαρτώµενης µεταβλητής και 

µιας ή περισσότερων ανεξάρτητων µεταβλητών. Τέτοια παραδείγµατα εφαρµογής της 

παλινδρόµησης αποτελεί η πρόβλεψη της ζήτησης για ένα νέο προϊόν ή υπηρεσία συναρτήσει 

των δαπανών διαφήµισης ή ο υπολογισµός της ταχύτητας του ανέµου σε σχέση µε την 

θερµοκρασία, την υγρασία και την ατµοσφαιρική πίεση του περιβάλλοντος.  

  Στα πλαίσια της εργασίας αρχικά δόθηκε µία σύντοµη αναδροµή της στατιστικής καθώς και 

στις βασικές έννοιες αυτής, στη συνέχεια τα κεφάλαια της εργασία ήταν επικεντρωµένα στην 

παλινδρόµηση. Συγκεκριµένα, δόθηκε αναλυτική περιγραφή της απλής γραµµικής 

παλινδρόµησης, όπου µελετήθηκε η µέθοδος εξαγωγής της ευθείας γραµµικής 

παλινδρόµησης (µέθοδος ελαχίστων τετραγώνων), οι µέθοδοι ελέγχου της στατιστικής 

σηµαντικότητας του γραµµικού υποδείγµατος στο οποίο έχουµε καταλήξει αλλά και οι 

βασικές υποθέσεις καταλληλότητας του µοντέλου. Αντίστοιχη ανάλυση πραγµατοποιήθηκε 

και για την πολλαπλή γραµµική παλινδρόµηση καθώς, και για λόγους πληρότητας της 

εργασίας και έρευνας, ιδιαίτερη µνεία έγινε και για τη µη γραµµική παλινδρόµηση. 

   Τέλος, βασικό τµήµα της εργασίας αποτέλεσε και η πρακτική εφαρµογή της θεωρίας µε τη 

χρήση παραδειγµάτων-ασκήσεων που πηγάζουν από το χώρο των επιχειρήσεων και της 

οικονοµίας όπου η επίλυση των ασκήσεων αυτών επετεύχθη µε τη χρήση του στατιστικού 

πακέτου SPSS. 
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