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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 

Τν Mathematica είλαη έλα ππνινγηζηηθό παθέην κε πάξα πνιιέο 

δπλαηόηεηεο ζε ζρεδόλ όινπο ηνπο ηνκείο ησλ Μαζεκαηηθώλ (Άιγεβξα, 

Θεσξία ζπλόισλ, Αλάιπζε, δηαθνξηθέο εμηζώζεηο, Σηαηηζηηθή θ.ά.). 

Πξσηνεκθαλίζηεθε ζηα ηέιε ηεο δεθαεηίαο ηνπ 80 σο έλαο ππξήλαο 

εθηέιεζεο εληνιώλ (Kernel)  ν νπνίνο κπνξνύζε λα πξνζαξκνζηεί ζε 

θάζε ιεηηνπξγηθό ζύζηεκα όπσο Unix, MacOs, Windows θ.ά.. Ο θνηλόο 

απηόο ππξήλαο ππάξρεη αθόκε θαη ζήκεξα αιιά νπσζδήπνηε  είλαη 

βειηησκέλνο θαη εκπινπηηζκέλνο, ελώ ε ζύλδεζή ηνπ κε ηνλ ρξήζηε 

γίλεηαη κέζσ ελόο Notebook interface (πεξηβάιινλ εξγαζίαο) ην νπνίν 

είλαη ην κόλν πνπ αιιάδεη από ιεηηνπξγηθό ζε ιεηηνπξγηθό. 

Ο Stephen Wolfram είλαη ν επηζηήκνλαο ν νπνίνο δεκηνύξγεζε ηε 

Mathematica. O Wolfram γελλήζεθε ην 1959 ζην Λνλδίλν θαη πήξε ην 

δηδαθηνξηθό δίπισκα ηνπ ζηε Θεσξεηηθή Φπζηθή από ην παλεπηζηήκην 

ηνπ Caltech ζε ειηθία κόιηο 20 εηώλ. Ο Wolfram πνιύ γξήγνξα έγηλε 

έλαο από ηνπο πξσηαγσληζηέο ζηνλ λέν θιάδν ησλ επηζηεκνληθώλ 

ππνινγηζκώλ ζηηο δεθαεηίεο ηνπ 1970 θαη ηνπ 1980. Τν 1979 

δεκηνύξγεζε ην SMP ην πξώην κνληέξλν ππνινγηζηηθό ζύζηεκα 

άιγεβξαο ην νπνίν εκπνξηθά θπθινθόξεζε ην 1981. Τν θύξην εξεπλεηηθό 

ηνπ ελδηαθέξνλ αθνξνύζε ηηο αξρέο πνπ δηέπνπλ ηελ πνιππινθόηεηα πνπ 

δηέπεη ηα θπζηθά θαηλόκελα.  

Αθνύ νινθιήξσζε κία ηδηαίηεξα επηηπρή αθαδεκατθή θαξηέξα, ν 

Wolfram ίδξπζε ην 1986 ηελ εηαηξεία Wolfram ε νπνία δηέζεζε εκπνξηθά 

ηελ πξώηε έθδνζε ηνπ Mathematica ζηηο 23 Ινπλίνπ ηνπ 1988. Η έθδνζε 

απηή ζεκείσζε ζεκαληηθή επηηπρία θαη θαζηέξσζε ηελ εηαηξεία Wolfram 

σο κηα από ηηο πξώηεο εηαηξείεο ζε παγθόζκηα θαηάηαμε ζηελ παξαγσγή 

ινγηζκηθνύ. Τν 1991 θπθινθόξεζε ε 2
ε
 έθδνζε ηνπ Mathematica, ελώ 
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αθνινύζεζαλ νη εθδόζεηο 3, 4 θαη 5 ην 1996, ην 1999 θαη ην 2003 

αληίζηνηρα.  

Σήκεξα ππάξρνπλ πεξίπνπ 2.000.000 άλζξσπνη πνπ 

ρξεζηκνπνηνύλ ην Mathematica ζε παγθόζκην επίπεδν. Οη ρξήζηεο ηνπ 

Mathematica αλήθνπλ ζε δηάθνξνπο επηζηεκνληθνύο θιάδνπο όπσο 

καζεκαηηθνί, θπζηθνί, κεραλνιόγνη, νηθνλνκνιόγνη θαη άιινη 

επηζηήκνλεο. Σε όινπο απηνύο ηνπο επηζηήκνλεο ηα καζεκαηηθά είλαη έλα 

απαξαίηεην εξγαιείν 

Παξόια ηα πιενλεθηήκαηα ηεο ύπαξμεο ελόο θνηλνύ ππξήλα ζηε 

Mathematica, δπζηπρώο ππάξρνπλ θαη νξηζκέλα κεηνλεθηήκαηα. Τα 

ζεκαληηθόηεξα από απηά είλαη ε αξθεηά ρακειή ηαρύηεηα επεμεξγαζίαο 

ζε ζύγθξηζε κε ηηο θαζαξέο γιώζζεο πξνγξακκαηηζκνύ, ε αζηάζεηα ηνπ 

πξνγξάκκαηνο θαη νη απμεκέλεο απαηηήζεηο γηα κλήκε.  

Η ρακειή ηαρύηεηα γίλεηαη εκθαλήο θπξίσο όηαλ δεηείηαη ε 

επαλαιακβαλόκελε εθηέιεζε κηαο νκάδαο εληνιώλ κέζσ εληνιώλ 

επαλάιεςεο. Η θύξηα αίηηα ηεο κεησκέλεο ηαρύηεηαο επεμεξγαζίαο είλαη 

όηη ε Mathematica ρξεζηκνπνηεί interpreter θαη όρη compiler όπσο νη 

θιαζζηθέο γιώζζεο πξνγξακκαηηζκνύ (π.ρ. Fortran, C, Pascal). 
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1. ΔΙΑΓΧΓΗ ΣΗ MATHEMATICA 

 

1.1 ΓΔΝΙΚΑ 

 

To ινγηζκηθό Mathematica ρξεζηκνπνηώληαο εθαηνληάδεο εληνιέο 

θαη ζπλαξηήζεηο έρεη ηελ δπλαηόηεηα λα πξαγκαηνπνηεί βαζηθά ηξεηο 

θαηεγνξίεο εληνιώλ: 

1) Αριθμητικούς σπολογισμούς.  

Πξόθεηηαη για απινύο ππνινγηζκνύο κε ηηο ζπλήζεηο πξάμεηο: +, − , 

*, / ,^ θ.η.ι. θαζώο επίζεο θαη ζύλζεηνπο ππνινγηζκνύο όπσο γηα 

παξάδεηγκα ηνλ αξηζκεηηθό ππνινγηζκό ησλ ξηδώλ κηαο εμίζσζεο θαη ηνλ 

αξηζκεηηθό ππνινγηζκό ελόο νξηζκέλνπ νινθιεξώκαηνο. 

 

2) Σπκβνιηθό ινγηζκό.  

Τελ εύξεζε ή απινπνίεζε εθθξάζεσλ πνπ πεξηέρνπλ καζεκαηηθέο 

κεηαβιεηέο. Γηα παξάδεηγκα ηελ εύξεζε ηεο παξαγώγνπ κηαο 

ζπλάξηεζεο, ηελ εύξεζε ελόο ανξίζηνπ νινθιεξώκαηνο, ηελ 

απινπνίεζε ελόο ζύλζεηνπ θιάζκαηνο θ.ά. 

 

3) Καηαζθεπή δηαγξακκάησλ. 

Γξαθηθέο παξαζηάζεηο ζπλαξηήζεσλ ζε κία ή πεξηζζόηεξεο 

δηαζηάζεηο. 

 

Επίζεο πεξηέρνληαη θαη πνιιέο εληνιέο ρεηξηζκνύ δνκώλ 

δεδνκέλσλ (ιίζηεο, πίλαθεο), επαλάιεςεο (Do, While), ινγηθέο (Ιf), 

εκθάληζεο απνηειεζκάησλ (Print) θ.ά. Με ηηο εληνιέο απηέο κπνξνύλ λα 

θαηαζθεπαζηνύλ νινθιεξσκέλα πξνγξάκκαηα. 
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Η Mathematica επίζεο πξνζθέξεη ηε δπλαηόηεηα λα θνξησζνύλ 

επηπιένλ παθέηα εληνιώλ (packages) ηα νπνία πεξηέρνπλ εμεηδηθεπκέλεο 

εληνιέο. Γηα παξάδεηγκα ππάξρνπλ πνιιά Statistical Packages πνπ 

πεξηέρνπλ επηπιένλ εληνιέο θαη ζπλαξηήζεηο γηα ζηαηηζηηθή επεμεξγαζία 

δεδνκέλσλ. 

Οη εληνιέο θαη νη ζπλαξηήζεηο ηνπ Mathematica είλαη πνιιέο 

εθαηνληάδεο. Σηε ζπλέρεηα ζα παξνπζηαζηνύλ πην αλαιπηηθά νη πην 

βαζηθέο εληνιέο θαζώο επίζεο θαη νξηζκέλεο εληνιέο πνπ ζα 

ρξεζηκνπνηεζνύλ ζηηο εθαξκνγέο πνπ πξαγκαηεύεηαη ε παξνύζα 

εξγαζία. 

 

 

 

1.2 ΒΑΙΚΔ ΠΡΑΞΔΙ 

 

Οη βαζηθέο πξάμεηο πνπ ππνζηεξίδεη ε Mathematica, θαζώο θαη νη 

αληίζηνηρνη ηειεζηέο (ηα ζύκβνια) πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη γηα ηελ 

εθηέιεζε ηνπο, παξνπζηάδνληαη ζηνλ πίλαθα 1.1. 

 

 

Πίλαθαο 1.1 Αξηζκεηηθνί θαη ζπγθξηηηθνί ηειεζηέο ηεο Mathematica [2] 
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Τα νξίζκαηα ησλ ζπλαξηήζεσλ πνπ ππνζηεξίδεη ε Mathematica 

γξάθνληαη κέζα ζε αγθύιεο ελώ ην πξώην γξάκκα θάζε ζπλάξηεζεο 

είλαη θεθαιαίν. Οη θιαζζηθέο καζεκαηηθέο ζπλαξηήζεηο είλαη νη 

παξαθάησ: 

Sqrt [x]  

Exp [x] 

Log [x] 

Log [b,x]  (ινγάξηζκνο ηνπ x κε βάζε ην b) 

Sin [x] 

Cos [x] 

Tan [x] 

ArcSin [x] 

ArcCos [x] 

ArcTan [x] 

n! 

Abs [x] 

Round [x]  (πιεζηέζηεξνο αθέξαηνο) 

Floor [x]  (αθέξαην κέξνο) 

Mod [n,m]  (ππόινηπν ηεο δηαίξεζεο ηνπ n κε ην m) 

Π.ρ. ε εληνιή Mod[17,3] δίλεη ζαλ απνηέιεζκα ην 2. 

Random []  (ςεπδνηπραίνο αξηζκόο κεηαμύ 0 θαη 1) 

Random [{a,b}] (ςεπδνηπραίνο αξηζκόο κεηαμύ a θαη b. 

Σηελ εληνιή Random πξέπεη λα νξίζνπκε αλ ζέινπκε ν ηπραίνο αξηζκόο 

λα είλαη αθέξαηνο, πξαγκαηηθόο ή κηγαδηθόο. 

Max [x,y,…] 

Min [x,y,…] 

GCD[m,n] (επηζηξέθεη ην κέγηζην θνηλό δηαηξέηε ησλ m θαη n) 

LCM[m,n] (επηζηξέθεη ην ειάρηζην θνηλό πνιιαπιάζην ησλ m θαη n) 

Οη ζπλαξηήζεηο GCD θαη LCM κπνξνύλ λα έρνπλ θαη πεξηζζόηεξα από 

δύν νξίζκαηα. Γηα παξάδεηγκα αλ γξάςνπκε: GCD[24,20,40] ζα πάξνπκε 

σο απνηέιεζκα 4 θαη αλ γξάςνπκε LCM[24,20,40] ζα πάξνπκε 120. 
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Σρήκα 1.1 Δηάθνξνη ππνινγηζκνί ζηε Mathematica. 

 

 

 
 

Σρήκα 1.2 Μέγηζηνο θνηλόο δηαηξέηεο θαη ειάρηζην θνηλό πνιιαπιάζην. 
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1.3 ΤΜΒΟΛΙΚΟ ΛΟΓΙΜΟ 

 

 Όπσο αλαθέξζεθε ήδε ην Mathematica έρεη ηε δπλαηόηεηα 

εθηέιεζεο πξάμεσλ κε ζύκβνια. Απηό επηηπγράλεηαη κε ηηο εληνιέο: 

Expand [έθθξαζε]  (αλάπηπγκα παξάζηαζεο ζε άζξνηζκα απιώλ όξσλ) 

Factor [έθθξαζε]  (παξαγνληνπνίεζε, αληίζεηε ηεο Expand) 

Collect [έθθξαζε, x]  (νκαδνπνίεζε δπλάκεσλ ηνπ x) 

 

 

 
 

 

Σρήκα 1.3 Δηάθνξνη ππνινγηζκνί κε ηε Mathematica. 
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Simplify [έθθξαζε]  (απινπνίεζε έθθξαζεο κε αιγεβξηθνύο 

κεηαζρεκαηηζκνύο) 

FullSimplify [έθθξαζε]  (απινπνίεζε έθθξαζεο όρη κόλν κε 

αιγεβξηθνύο κεηαζρεκαηηζκνύο) 

Simplify [έθθξαζε, assumptions]  (απινπνίεζε έθθξαζεο κε 

αιγεβξηθνύο κεηαζρεκαηηζκνύο ππό πεξηνξηζκνύο) 

Together [έθθξαζε] (πξόζζεζε θιαζκάησλ πνπ έρνπλ θνηλό 

παξνλνκαζηή) 

Apart [έθθξαζε]  (αλάιπζε ζε απιά θιάζκαηα) 

Cancel [έθθξαζε] (απινπνίεζε αξηζκεηή θαη παξνλνκαζηή θιάζκαηνο 

πνπ πεξηέρνπλ θνηλνύο παξάγνληεο) 

Numerator [έθθξαζε]  (επηζηξέθεη ηνλ αξηζκεηή κηαο θιαζκαηηθήο 

παξάζηαζεο) 

Denominator [έθθξαζε]  (επηζηξέθεη ηνλ παξνλνκαζηή κηαο 

θιαζκαηηθήο παξάζηαζεο) 

 

 

 
 

Σρήκα 1.4 Υπνινγηζκόο ηεο πξώηεο θαη ηεο δεύηεξεο παξαγώγνπ κηαο 

ζπλάξηεζεο θαζώο θαη ησλ ηηκώλ απηώλ ζην x=1. 
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D [f, x]  (κεξηθή παξάγσγνο ηεο ζπλάξηεζεο f σο πξνο x) 

D [f, x1, …, xn]  (πνιιαπιή κεξηθή παξάγσγνο ηεο ζπλάξηεζεο f σο πξνο 

x1,…, xn) 

D [f, {x,n}]  (κεξηθή παξάγσγνο ηάμεο n ηεο ζπλάξηεζεο f σο πξνο x) 

 

Integrate [f, x]  (επηζηξέθεη ην αόξηζην νινθιήξσκα ηεο ζπλάξηεζεο f) 

Integrate [f, {x, xmin, xmax}]  (ππνινγίδεη ην νξηζκέλν νινθιήξσκα ηεο 

ζπλάξηεζεο f κε όξηα xmin θαη xmax) 

Integrate [f, {x, xmin, xmax}, {y, ymin,ymax}]  (ππνινγίδεη ην δηπιό 

νξηζκέλν νινθιήξσκα ηεο ζπλάξηεζεο f) 

 

 
 

Σρήκα 1.5 Υπνινγηζκόο νινθιεξώκαηνο θαη ζρεδίαζε γξαθηθήο 

παξάζηαζεο. 
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Series[f,{x,x0,order}] (αλαπηύζζεη ηε ζπλάξηεζε f ζε δπλακνζεηξά γύξσ 

από ην ζεκείν x0 έσο ηελ ηάμε order) 

Normal{Series]  (απνθόπηεη από ηε ζεηξά ηνλ όξν ν(x
order

) ώζηε λα είλαη 

ζε θαλνληθή κνξθή ζπλάξηεζεο) 

SeriesCoefficient[series,k]  (επηζηξέθεη ην ζπληειεζηή ηνπ x
k
 ζηε 

δνζκέλε ζεηξά) 

Sum[f,{i,imin,imax}] (επηζηξέθεη ην άζξνηζκα ηεο f από imin έσο imax) 

Product[f,{i,imin,imax}] (επηζηξέθεη ην γηλόκελν ηεο f από imin έσο 

imax) 

Solve[f(x)==g(x),x]  (επίιπζε εμίζσζεο σο πξνο x) 

Solve[{f1=g1,f2=g2,...}, {x,y,...}]  (επίιπζε ζπζηήκαηνο εμηζώζεσλ) 

Limit[f,x->x0]  (επηζηξέθεη ην όξην ηεο f όηαλ ην x ηείλεη ζην x0) 

Dsolve[equation,y[x],x]  (επίιπζε δηαθνξηθήο εμίζσζεο θαη εύξεζε ηεο 

ζπλάξηεζεο y ηεο αλεμάξηεηεο κεηαβιεηήο x, ε νπνία είλαη ε ιύζε ηεο 

δηαθνξηθήο εμίζσζεο) 

  

 

 
 

 

Σρήκα 1.6 Παξαδείγκαηα ππνινγηζκώλ κε ηε Mathematica. 
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Σην παξάδεηγκα πνπ αθνινπζεί ππνινγίδνληαη: ην άζξνηζκα 
21

1

n  

n=πεξηηηόο κε ηελ εληνιή Sum, ε πνζόηεηα 9! Με ηελ εληνιή product 

θαζώο θαη ε πνζόηεηα 
 

10

2 1

1

i

i

j j
 κε ρξήζε θαη ησλ δύν παξαπάλσ εληνιώλ. 

Οη εληνιέο NSum θαη NProduct έρνπλ ηελ ίδηα ζύληαμε θαη εξγάδνληαη 

κε παξόκνην ηξόπν κε ηηο εληνιέο Sum θαη Product γηα λα δώζνπλ 

αξηζκεηηθέο πξνζεγγίζεηο ησλ απνηειεζκάησλ. 

 

 

 
 

 

Σρήκα 1.7 Υπνινγηζκνί κε ηηο εληνιέο Sum θαη Product. 
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1.4 ΔΝΣΟΛΔ ΔΛΔΓΥΟΤ 

 

If[p, then, else]  (εθηέιεζε εληνιώλ αλάινγα κε ην αλ ε πξόηαζε p είλαη 

αιεζήο ή ςεπδήο) 

Γηα ηε δηαηύπσζε ηεο πξόηαζεο p κπνξνύλ λα ρξεζηκνπνηεζνύλ νη 

ηειεζηέο: ==, != (≠), >, >=, <=, !p (not), p&&q (and), p||q (or) 

 

 

 

1.5 ΔΝΣΟΛΔ ΔΠΑΝΑΛΗΦΗ 

 

 Οη πην ζπρλά ρξεζηκνπνηνύκελεο εληνιέο επαλάιεςεο πνπ δηαζέηεη 

ε Mathematica είλαη νη εμήο: 

Do[νκάδα εληνιώλ, {i,imin,imax,di}]  (εθηέιεζε ηεο νκάδαο εληνιώλ γηα 

ηηκέο ηνπ i από imin έσο imax κε βήκα di) 

Do[νκάδα εληνιώλ,{i,imin,imax,di},{j,jmin,jmax,dj},...]  (πνιιαπιή 

επαλάιεςε γηα όιεο ηηο ηηκέο ησλ i, j, … 

While[p,νκάδα εληνιώλ]  (ε νκάδα εληνιώλ εθηειείηαη όζν ε πξόηαζε p 

είλαη αιεζήο) 

Σην παξάδεηγκα πνπ αθνινπζεί ππνινγίδεηαη ην άζξνηζκα 
11

1

n , 

n=πεξηηηόο κε ρξήζε ηεο εληνιήο Do. 

 

 
 

Σρήκα 1.8 Υπνινγηζκόο αζξνίζκαηνο κε ηελ εληνιή Do. 
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1.6 ΠΡΑΞΔΙ ΜΔ ΠΙΝΑΚΔ 

 

 Οη θπξηόηεξεο εληνιέο ρεηξηζκνύ πηλάθσλ αλαθέξνληαη ζηε 

ζπλέρεηα. Σην παξαθάησ ζρήκα παξνπζηάδνληαη νξηζκέλα παξαδείγκαηα 

ησλ εληνιώλ πνπ δηαζέηεη ε Mathematica γηα ηηο πξάμεηο ησλ πηλάθσλ. 

Πεξηζζόηεξα παξαδείγκαηα παξνπζηάδνληαη ζην θεθάιαην 3. 

 

 
 

Σρήκα 1.9 Παξαδείγκαηα εληνιώλ ρεηξηζκνύ πηλάθσλ. 
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t=Table[expr, {i,imin,imax,di},{..},..]  (δεκηνπξγία πίλαθα κηαο ή 

πεξηζζόηεξσλ δηαζηάζεσλ) 

a[[i,j]]  (επηζηξέθεη ην ζηνηρείν ηνπ πίλαθα πνπ βξίζθεηαη ζηελ i-νζηή 

γξακκή θαη ηελ j-νζηή ζηήιε) 

TableForm[t]  (παξνπζηάδεη ηνλ πίλαθα ζε θαλνληθή κνξθή θαη όρη ζε 

κνξθή ιίζηαο) 

Inverse[Τ]  (επηζηξέθεη ηνλ αληίζηξνθν ηνπ πίλαθα) 

Det[T]  (επηζηξέθεη ηελ νξίδνπζα ηνπ πίλαθα) 

Transpose[T]  (επηζηξέθεη ηνλ αλάζηξνθν ηνπ πίλαθα) 

MatrixPower[Τ,n]  (πςώλεη ηνλ πίλαθα ζηε δύλακε n) 

Eigenvalues[Τ]  (ππνινγίδεη ηηο ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα) 

Eigenvectors[Τ]  (ππνινγίδεη ηα ηδηνδηαλύζκαηα ηνπ πίλαθα) 

Τ1.Τ2  (γηλόκελν ησλ πηλάθσλ Τ1 θαη Τ2 

IdentityMatrix[n]  (επηζηξέθεη ηνλ κνλαδηαίν πίλαθα nxn) 

DiagonalMatrix[ιίζηα]  (επηζηξέθεη ην δηαγώλην πίλαθα κε δηαγώληα 

ζηνηρεία απηά πνπ πεξηέρνληαη ζηε ιίζηα) 

 

 

 

1.7 ΛΙΣΔ 

 

Σε πνιιέο πεξηπηώζεηο είλαη ρξήζηκν λα έρνπκε ηε δπλαηόηεηα λα 

ζεσξνύκε κία ζπιινγή από ζηνηρεία σο κία κεηαβιεηή. Τέηνηνπ είδνπο 

κεηαβιεηέο ππνζηεξίδνληαη από ηε Mathematica θαη νλνκάδνληαη ιίζηεο 

(lists). Τν κέγεζνο ησλ ιηζηώλ κπνξεί λα είλαη νζνδήπνηε. Μνλαδηθόο 

πεξηνξηζκόο είλαη θπζηθά ε κλήκε ηνπ ζπζηήκαηνο πνπ έρνπκε ζηε 

δηάζεζή καο. Τα ζηνηρεία κηαο ιίζηαο κπνξεί λα είλαη αξηζκνί, 

αιγεβξηθέο παξαζηάζεηο, γξαθήκαηα θ.ά., ή αθόκα θαη άιιεο ιίζηεο. 

Γηα παξάδεηγκα ε ιίζηα L πνπ πεξηέρεη ηνπο αξηζκνύο 1, 3, 5 

κπνξεί λα νξηζηεί κε ηελ εληνιή: L{1,3,5}. Η εληνιή L[[n]] επηζηξέθεη 

ην n-νζηό ζηνηρείν ηεο ιίζηαο. Επίζεο είλαη δπλαηό λα γίλνπλ πξάμεηο 

αλάκεζα ζε ιίζηεο. 
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1.8 ΟΡΙΜΟ ΜΔΣΑΒΛΗΣΗ 

 

Η γεληθή κεηαβιεηή κε όλνκα x νξίδεηαη κε ηελ εληνιή: x = ηηκή 

θαη θαηαξγείηαη κε ηελ εληνιή x = . ή κε ηελ εληνιή Clear[x]. Τν όλνκα 

ηεο κεηαβιεηήο κπνξεί λα είλαη νπνηνζδήπνηε ζπλδπαζκόο ραξαθηήξσλ. 

Αθνύ νξηζηνύλ νη γεληθέο κεηαβιεηέο (global variables) εμαθνινπζνύλ 

λα ηζρύνπλ έσο όηνπ ηηο θαηαξγήζνπκε, ή θιείζνπκε ην πξόγξακκα ή ηνλ 

ππξήλα. 

Η Mathematica δίλεη ηε δπλαηόηεηα ρξήζεο ηνπηθώλ κεηαβιεηώλ 

νη νπνίεο έρνπλ ηζρύ κόλν ζε κία εληνιή. Μεηά ηελ εθηέιεζε ηεο εληνιήο 

απηήο παύνπλ λα ηζρύνπλ. Οη ηνπηθέο κεηαβιεηέο νξίδνληαη κε ηελ 

εληνιή: έθθξαζε/.x->value ή κε ηελ εληνιή: expr/.{x->valuex,y->... } γηα 

πεξηζζόηεξεο από κία. 

 

 

 

1.9 ΓΡΑΦΗΜΑΣΑ 

 

 Γηα ηελ θαηαζθεπή δηδηάζηαησλ γξαθεκάησλ είλαη ρξήζηκεο νη 

εληνιέο: 

Plot[f,{x,xmin,xmax}]  (εκθαλίδεη ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 

ζπλάξηεζεο f (x) γηα ηηκέο ηνπ x κεηαμύ ηνπ xmin θαη ηνπ xmax) 

Plot[{f1,f2,...},{x,xmin,xmax}]  (εκθαλίδεη ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο δύν 

ζπλαξηήζεσλ ζε θνηλό ζύζηεκα αμόλσλ) 

Plot[Evaluate[f],{x,xmin,xmax}]  (εκθαλίδεη ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 

f αθνύ πξώηα εθηειέζεη ηπρόλ εληνιέο κέζα ζηελ f) 

Show[p1,...,pn, option->value]  (εκθαλίδεη καδί ηα γξαθήκαηα κε 

νλόκαηα p1,…, pn. 

 

 

 

1.10 ΓΙΑΦΟΡΔ ΔΝΣΟΛΔ 

 

Ορισμός σσνάρτησης 

 Ο νξηζκόο ηεο ζπλάξηεζεο κε όλνκα f  θαη όξηζκα x 

πξαγκαηνπνηείηαη κέζσ ηεο εληνιήο: f[x_]:= έθθξαζε. 

Παξάδεηγκα: f[x_]:= x^3.Η εληνιή ?f, : εκθαλίδεη ηνλ ηύπν ηεο 

ζπλάξηεζεο f. Η εληνιή f[2] : επηζηξέθεη ηελ ηηκή ηεο f γηα x=2, ελώ ε 

εληνιή Clear[f]: θαηαξγεί ηε ζπλάξηεζε f. 
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 Δμυάνιση αποτελεσμάτων 

 Η εκθάληζε απνηειεζκάησλ γίλεηαη κε ηελ εληνιή:  

Print[όλνκα κεηαβιεηήο,"κήλπκα",όλνκα κεηαβιεηήο,…].  
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2. ΔΠΙΛΤΗ ΑΛΓΔΒΡΙΚΩΝ ΔΞΙΩΔΩΝ 

 

2.1 ΓΔΝΙΚΑ 

 

 Σην θεθάιαην απηό ζα αζρνιεζνύκε κε αξηζκεηηθέο κεζόδνπο γηα 

ηελ εύξεζε ησλ ξηδώλ κε-γξακκηθώλ αιγεβξηθώλ εμηζώζεσλ. Θα 

κειεηεζνύλ νη παξαθάησ κέζνδνη: 

Μέζνδνο Δηρνηόκεζεο 

Μέζνδνο ησλ Δηαδνρηθώλ Πξνζεγγίζεσλ 

Μέζνδνο Newton-Raphson 

Μέζνδνο Τέκλνπζαο 

θαη ζα παξνπζηαζηνύλ παξαδείγκαηα ζηε Mathematica.  

Όπσο ζα δνύκε, νη πεξηζζόηεξεο κέζνδνη εύξεζεο ξίδαο 

ρξεηάδνληαη κηα αξρηθή πξνζέγγηζε ηεο ιύζεο (ή θαη πεξηζζόηεξεο), ηελ 

νπνία βειηηώλνπλ ζε θάζε ζηάδην ηεο επίιπζεο. Η αξηζκεηηθή ηνπο 

επζηάζεηα πξνζδηνξίδεηαη από ηε ζπκπεξηθνξά ηνπο ζε κεηαβνιέο απηήο 

ηεο αξρηθήο ηηκήο. Μηα κέζνδνο είλαη επζηαζήο αλ νπνηαδήπνηε 

θαηάιιεια κηθξή κεηαβνιή ηεο αξρηθήο ηηκήο δελ επεξεάδεη ηελ εύξεζε 

ηεο ξίδαο, ελώ είλαη αζηαζήο αλ κηα κηθξή κεηαβνιή ηεο αξρηθήο 

πξνζέγγηζεο νδεγεί καθξηά από ηε ξίδα. 
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2.2 ΜΔΘΟΓΟ ΓΙΥΟΣΟΜΗΗ 

 

Η κέζνδνο ηεο δηρνηόκεζεο (bisection method) βαζίδεηαη ζην 

γλσζηό από ηελ Αλάιπζε ζεώξεκα ηνπ Bolzano:  

Αλ ε f(x) είλαη ζπλερήο ζην [a,b] θαη έρνπκε f(a)
.
f(b) < 0 , ηόηε, 

ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ κία ξίδα ηεο f(x) ζην (a,b).  

Η κέζνδνο δηρνηνκεί ην δηάζηεκα [a,b], εληνπίδεη ηε ξίδα ζε έλα 

από ηα δύν ππνδηαζηήκαηα θαη επαλαιακβάλεηαη ζην επηιεγκέλν 

ππνδηάζηεκα. 

Σηε ζπλέρεηα παξνπζηάδεηαη ε επίιπζε ζηε Mathematica ηεο 

εμίζσζεο κε ηε κέζνδν ηεο δηρνηόκεζεο:  

 

0104 23  xx  

 

Γίλεηαη αλαδήηεζε ηεο ξίδαο ζην δηάζηεκα [1,2]. Ιζρύεη f(1)=-5 

θαη f(2)=14 θαη ζπλεπώο ηζρύεη ην ζεώξεκα Bolzano γηα ην δηάζηεκα 

απηό. 
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Σρήκα 2.1 Παξάδεηγκα εθαξκνγήο ηεο κεζόδνπ ηεο δηρνηόκεζεο ζηε 

Mathematica. 

 

 

 

Εθηεινύληαη n=20 επαλαιήςεηο. Με ηελ εληνιή Do ζπλερώο 

ππνδηαηξνύκε ην δηάζηεκα ζην νπνίν βξίζθεηαη ε δεηνύκελε ξίδα. Με ηε 

κεηαβιεηή z, θαη κε βάζε ην ζεώξεκα Bolzano, ειέγρνπκε ζε πνην 

ππνδηάζηεκα βξίζθεηαη ε ξίδα θάζε θνξά. 
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2.3 ΜΔΘΟΓΟ NEWTON-RAPHSON 

 

Η κέζνδνο Newton–Raphson είλαη επαλαιεπηηθή κέζνδνο ηεο 

κνξθήο x = g(x). Η επηινγή ηεο ζπλάξηεζεο g(x) γίλεηαη σο εμήο: 

Έζησ όηη αλαδεηνύκε ηε ξίδα ηεο ζπλερνύο θαη δηαθνξίζηκεο, ζε 

δηάζηεκα [a, b], ζπλάξηεζεο f(x). Αλ γλσξίδνπκε ηελ ηηκή απηήο θαη ησλ 

παξαγώγσλ ηεο ζε θάπνην ζεκείν x0   [a, b], ην ζεώξεκα ηνπ Taylor, 

καο εμαζθαιίδεη όηη ζηε ξίδα,   [a, b], ηζρύεη: 

 

 

 
 n

n

nn
xf

xf
xx


1  

 

Πξέπεη λα παξαηεξήζνπκε όηη ζε θάζε επαλάιεςε ηεο κεζόδνπ 

πξέπεη λα ππνινγίζνπκε ηηο ηηκέο δύν ζπλαξηήζεσλ. 

Αθνινπζεί ε εύξεζε κέζσ ηνπ Mathematica ηεο ηεηξαγσληθήο 

ξίδαο ηνπ. Με άιια ιόγηα, επηιύεηαη ε εμίζσζε: 

 

  052  xxf  

 

Η παξάγσγνο είλαη:   xxf 2  θαη ν ηύπνο ηεο κεζόδνπ Newton-Raphson 

γξάθεηαη: 

 

n

n
nn

x

x
xx

2

5
2

1


  

 

Η εμίζσζε απηή γξάθεηαη ζηελ πην βνιηθή κνξθή: 

 











n

nn
x

xx
5

2

1
1  
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Σρήκα 2.2 παξάδεηγκα εθαξκνγήο ηεο κεζόδνπ Newton-Raphson ζηε 

Mathematica. 

 

 

Σην παξαπάλσ παξάδεηγκα ην x ππνινγίδεηαη από ηελ 

πξνεγνύκελε αλαδξνκηθή ζρέζε θαη ζηε ζπλέρεηα ην xn παίξλεη ηελ ηηκή 

ηνπ x ώζηε λ ππνινγηζζεί ε επόκελε πξνζέγγηζε θ.ν.θ. Με ηελ εληνιή 

N[xn,10] κέζα ζηελ εληνιή Print ηππώλεηαη ε αξηζκεηηθή ηνπ xn κε 10 

ζεκαληηθά ςεθία. 

Σην πξνεγνύκελν παξάδεηγκα νξίζακε εμαξρήο όηη ζα γίλνπλ 5 

επαλαιήςεηο ηεο κεζόδνπ Newton-Raphson, αδηαθνξώληαο γηα ηελ 

αθξίβεηα ηεο ιύζεο. Σηε ζπλέρεηα ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ εληνιή 

FindRoot ηεο Mathematica. Η εληνιή απηή ρξεζηκνπνηεί ηε κέζνδν 

Newton-Raphson όηαλ ν ρξήζηεο δίλεη έλα αξρηθό ζεκείν. Μαο δίλεη 

επίζεο ηε δπλαηόηεηα λα θαζνξίζνπκε εκείο ηελ αθξίβεηα πνπ 
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επηζπκνύκε ζηνλ ππνινγηζκό ηεο ξίδαο κηαο αιγεβξηθήο εμίζσζεο. Η 

πξνθαζνξηζκέλε απηή αθξίβεηα απνηειεί θαη ην θξηηήξην ηεξκαηηζκνύ 

ηεο εθηέιεζεο ηνπ επαλαιεπηηθνύ αιγνξίζκνπ. 

Σην παξάδεηγκα πνπ αθνινπζεί δεηάκε αθξίβεηα 50 ςεθίσλ ζηνλ 

ππνινγηζκό ηεο ξίδαο ηεο εμίζσζεο: 

 

 
2xe x 

 

 

 

 

 
 

Σρήκα 2.3 Μέζνδνο Newton-Raphson κε θξηηήξην ηεξκαηηζκνύ. 

 

 

Όπσο βιέπνπκε ε κέζνδνο Newton-Raphson ρξεηάζηεθε 7 επαλαιήςεηο 

γηα λα θηάζεη ζηελ επηζπκεηή αθξίβεηα. 

 

 

 

2.3 ΜΔΘΟΓΟ ΓΙΑΓΟΥΙΚΩΝ ΠΡΟΔΓΓΙΔΩΝ 

 

Έζησ όηη ε εμίζσζε f(x)=0 γξάθεηαη ζηε κνξθή: 

 

 x=g(x) 

 

όπνπ ε g ζεσξείηαη όηη είλαη κία ζπλερήο ζπλάξηεζε. Η g ζηελ 

πεξίπησζε απηή νλνκάδεηαη θαη επαλαιεπηηθή ζπλάξηεζε. Αλ x* είλαη 

κία ξίδα ηεο f(x), ηόηε, επεηδή ζα ηζρύεη f(x*)=0, ζα ηζρύεη θαη: 

 

x*=g(x*) 
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Η ξίδα x* νλνκάδεηαη θαη ζηαζεξό ζεκείν ηεο g(x). Θεσξώληαο ηώξα κία 

αξρηθή εθηίκεζε, έζησ x0, ζρεκαηίδνπκε ηελ αθνινπζία: 

 

 xi+1=g(xi) 

 

Αλ ε g(xi) ζπγθιίλεη, ηόηε νδεγεί ζηελ εύξεζε ηεο ιύζεο, δειαδή: 

 

*1lim xxi
i




 

 

Η κέζνδνο απηή νλνκάδεηαη κέζνδνο ησλ δηαδνρηθώλ πξνζεγγίζεσλ 

(fixed point iteration). Σηε ζπλέρεηα ρξεζηκνπνηνύκε ηε κέζνδν ησλ 

δηαδνρηθώλ πξνζεγγίζεσλ γηα λα επηιύζνπκε ηελ εμίζσζε: 

 

20102 23  xxx  

 

Καηαξράο γξάθνπκε ηελ εμίζσζε ζηε κνξθή: 

 

102

20
2 


xx

x  

 

Δειαδή:  
102

20
2 


xx

xg  

 

Καη ε αλαδξνκηθή ζρέζε γξάθεηαη: 

 

  
102

20
21




ii

i
xx

x  

 

Σηε Mathematica νξίδνπκε αξρηθά ηε ζπλάξηεζε: 

 

 
102

20
2 


xx

xf  

 

Γίλνληαη 20 επαλαιήςεηο κε αξρηθή ηηκή x0=1. 
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Σρήκα 2.4 Παξάδεηγκα εθαξκνγήο ηεο κεζόδνπ ησλ δηαδνρηθώλ 

πξνζεγγίζεσλ ζηε Mathematica. 
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2.4 ΜΔΘΟΓΟ ΣΔΜΝΟΤΑ 

 

Σύκθσλα κε ηε κέζνδν ηεο ηέκλνπζαο (secant method), 

πξνζεγγίδνπκε ηε ζπλάξηεζε f(x) κε επζεία πνπ πεξλάεη από ηα δύν 

ζεκεία: (xn-1, f(xn-1)) θαη (xn, f(xn)). Τα xn-1 θαη xn είλαη δηαδνρηθέο 

πξνζεγγίζεηο ηεο ξίδαο. Η λέα πξνζέγγηζε, xn+1, είλαη ε ηνκή ηεο 

πξνζεγγηζηηθήο επζείαο κε ηνλ άμνλα x, δειαδή ε ξίδα πνπ ςάρλνπκε. 

Όπσο είλαη θαλεξό, πξόθεηηαη γηα κέζνδν δύν ζεκείσλ, αθνύ πξέπεη λα 

επηιέμνπκε δύν αξρηθά ζεκεία. 

Η αλαδξνκηθή ζρέζε είλαη: 

 

  
   1

1

1











nn

nn

nnn
xfxf

xx
xfxx

 
 

 

Σηε ζπλέρεηα επηιύεηαη ε εμίζσζε: 

 

 xe x 
 

 

κε ηε κέζνδν Newton-Raphson θαη ηε κέζνδν ηεο ηέκλνπζαο κε ρξήζε 

ηεο εληνιήο FindRoot ηεο Mathematica. Όηαλ δίλεηαη από ην ρξήζηε έλα 

αξρηθό ζεκείν ε FindRoot ρξεζηκνπνηεί ηε κέζνδν Newton-Raphson ελώ 

όηαλ δίλνληαη δύν αξρηθά ζεκεία ε FindRoot ρξεζηκνπνηεί ηε κέζνδν ηεο 

ηέκλνπζαο. 

Παξαηεξνύκε όηη ε κέζνδνο Newton-Raphson θηάλεη ζηελ 

επηζπκεηή αθξίβεηα ζε κόιηο 8 επαλαιήςεηο έλαληη ησλ 24 επαλαιήςεσλ 

ηεο κεζόδνπ ηεο ηέκλνπζαο. 

 



26 
 

 
 

 

Σρήκα 2.5 Σύγθξηζε ησλ κεζόδσλ Newton-Raphson θαη Τέκλνπζαο ζηε 

Mathematica. 
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3. ΠΡΟΒΛΗΜΑΣΑ ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΔΒΡΑ 

 

3.1 ΓΔΝΙΚΑ 

 

 Σην θεθάιαην απηό ζα αζρνιεζνύκε κε θιαζζηθά πξνβιήκαηα ηεο 

γξακκηθήο άιγεβξαο όπσο: 

Πξάμεηο κε πίλαθεο 

Επίιπζε γξακκηθώλ ζπζηεκάησλ 

Απαινηθή Gauss-Jordan 

Ιδηνηηκέο θαη ηδηνδηαλύζκαηα πίλαθα 

 

 

 

3.2 ΠΡΑΞΔΙ ΜΔ ΠΙΝΑΚΔ 

 

 Σηε ζπλέρεηα δείρλνπκε πσο γίλνληαη νη πξάμεηο κεηαμύ πηλάθσλ 

ζηε Mathematica. Παξνπζηάδνληαη παξαδείγκαηα πνιιαπιαζηαζκνύ 

αξηζκνύ κε πίλαθα θαζώο θαη πξόζζεζε, αθαίξεζε θαη πνιιαπιαζηαζκόο 

πηλάθσλ.  

Πξέπεη λα ηνληζηεί όηη ε εληνιή a*b, όπνπ a, b πίλαθεο επηζηξέθεη 

έλαλ πίλαθα ηνπ νπνίνπ θάζε ζηνηρείν είλαη ην γηλόκελν ησλ αληίζηνηρσλ 

ζηνηρείσλ ησλ πηλάθσλ a θαη b. Η ζσζηή εληνιή γηα ηνλ 

πνιιαπιαζηαζκό πηλάθσλ είλαη a.b όπσο θαίλεηαη θαη ζην παξάδεηγκα 

πνπ αθνινπζεί. Σην παξάδεηγκα απηό νη πίλαθεο a θαη b έρνπλ εηζαρζεί 

κέζσ ηεο επηινγήο table/matrix ηνπ κελνύ insert ηεο Mathematica. Η 

εληνιή MatrixForm ρξεζηκνπνηείηαη ώζηε ε Mathematica λα δώζεη ην 

απνηέιεζκα ζε κνξθή πίλαθα. 
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Σρήκα 3.1 Απιέο πξάμεηο κεηαμύ πηλάθσλ ζηε Mathematica. 
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 Σην επόκελν παξάδεηγκα ππνινγίδεηαη ε νξίδνπζα (determinant) 

θαη ην ίρλνο (trace) ελόο πίλαθα a. Επίζεο ν ίδηνο πίλαθαο πςώλεηαη ζην 

ηεηξάγσλν. Τν ίρλνο είλαη ην άζξνηζκα ησλ δηαγσλίσλ ζηνηρείσλ ηνπ 

πίλαθα θαη έρεη ηδηαίηεξε ζεκαζία θαζώο παξακέλεη ζηαζεξό ζε 

θάπνηνπο κεηαζρεκαηηζκνύο. 

 Είλαη θαλεξό όηη αλ ζηελ εληνιή MatrixPower βάινπκε άιινλ 

αξηζκό εθηόο ηνπ 2 ζα πάξνπκε ηελ αληίζηνηρε δύλακε ηνπ πίλαθα a. 

 

 

 
 

 

Σρήκα 3.2 Υπνινγηζκόο νξίδνπζαο, ίρλνπο θαη δύλακεο πίλαθα ζηε 

Mathematica. 

 

 

 

3.3 ΑΝΑΣΡΟΦΟ ΚΑΙ ΑΝΣΙΣΡΟΦΟ ΠΙΝΑΚΑ 

 

 Αλάζηξνθνο (transpose) ελόο πίλαθα Α είλαη ν πίλαθαο πνπ 

πξνθύπηεη αλ θάλνπκε ηηο γξακκέο ζηήιεο. Σπκβνιίδεηαη κε Α
Τ
. 

Αληίζηξνθνο (inverse) ελόο ηεηξαγσληθνύ πίλαθα Α είλαη ν πίλαθαο Α
-1

, 

αλ ηζρύεη: 
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IAAAA   11
 

 

όπνπ Ι είλαη ν κνλαδηαίνο πίλαθαο. Ο αληίζηξνθνο ελόο πίλαθα είλαη 

κνλαδηθόο.  

Έλαο ηεηξαγσληθόο πίλαθαο έρεη αληίζηξνθν αλ ε νξίδνπζά ηνπ 

είλαη δηάθνξε ηνπ κεδελόο. Σε απηήλ ηελ πεξίπησζε νλνκάδεηαη 

αληηζηξέςηκνο ή κε-ηδηάδσλ. Αλ ε νξίδνπζα ελόο ηεηξαγσληθνύ πίλαθα 

είλαη ίζε κε κεδέλ, ηόηε ν πίλαθαο νλνκάδεηαη ηδηάδσλ θαη δελ έρεη 

αληίζηξνθν. Σην παξάδεηγκα πνπ αθνινπζεί ππνινγίδνπκε ηνλ 

αλάζηξνθν θαη ηνλ αληίζηξνθν ηνπ πίλαθα: 

 

























987

654

321

A  

 

 

 
 

 

Σρήκα 3.3 Υπνινγηζκόο ηνπ αλάζηξνθνπ θαη ηνπ αληίζηξνθνπ πίλαθα κε 

ηε Mathematica. 



31 
 

Σην παξάδεηγκα ηεο πξνεγνύκελεο ελόηεηαο ππνινγίζακε ηελ 

νξίδνπζα ηνπ πίλαθα απηνύ θαη βξήθακε όηη είλαη δηάθνξε ηνπ κεδελόο. 

Σπλεπώο, ν Α είλαη αληηζηξέςηκνο. 

 

 

 

3.4 ΔΠΙΛΤΗ ΓΡΑΜΜΙΚΩΝ ΤΣΗΜΑΣΩΝ 

 

 Σηελ πεξίπησζε απηή ζέινπκε λα επηιύζνπκε έλα γξακκηθό 

ζύζηεκα n εμηζώζεσλ κε n αγλώζηνπο, ην νπνίν ζε κεηξσηθή κνξθή 

γξάθεηαη σο: 

 

 bxA   

 

όπνπ: 

Α είλαη ν nn  πίλαθαο ησλ ζπληειεζηώλ 

x είλαη ην δεηνύκελν δηάλπζκα κε n ζηνηρεία 

b είλαη ην δηάλπζκα ησλ ζηαζεξώλ κε n ζηνηρεία 

 

 Έλαο ηξόπνο επίιπζεο είλαη ε κέζνδνο ηνπ αληηζηξόθνπ πίλαθα. 

Σε απηήλ ηε κέζνδν πνιιαπιαζηάδνπκε από αξηζηεξά θαη ηα δύν κέιε 

ηεο παξαπάλσ ζρέζεο κε ηνλ αληίζηξνθν ηνπ πίλαθα Α. Παίξλνπκε: 

 

bAxbAxAA   111

 
 

Απαηηείηαη θπζηθά ν ππνινγηζκόο ηνπ αληηζηξόθνπ πίλαθα Α
-1

. 

Σην παξάδεηγκα πνπ αθνινπζεί ιύλνπκε κε ηε Mathematica ην ζύζηεκα: 

 

x+y+2z=-1 

2x-y+2z=-4 

4x+y+4z=-2 

 

Ο πίλαθαο Α είλαη: 

 



















414

212

211

A  
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θαη ν πίλαθαο b είλαη: 

 

























2

4

1

b   

 

Αξρηθά ππνινγίδεηαη ν αληίζηξνθνο ηνπ πίλαθα Α θαη ζηε ζπλέρεηα ε 

ιύζε: 

 





















2

2

1

x

 
 

 
 

 

Σρήκα 3.4 Επίιπζε γξακκηθνύ ζπζηήκαηνο κε ηε κέζνδν ηνπ 

αληηζηξόθνπ πίλαθα ζηε Mathematica. 

 



33 
 

 

3.5 Η ΜΔΘΟΓΟ GAUSS-SEIDEL 

 

 Σηηο επαλαιεπηηθέο κεζόδνπο μεθηλάκε από κία αξρηθή πξνζέγγηζε 

ηεο ιύζεο, έζησ x
(0)

 θαη παξάγνπκε κηα αθνινπζία θαιύηεξσλ 

πξνζεγγίζεσλ ε νπνία ζπγθιίλεη ζηε ιύζε ζε άπεηξεο επαλαιήςεηο. Σηελ 

παξνύζα εξγαζία ζα εθαξκόζνπκε ηε κέζνδν Gauss-Seidel ε νπνία είλαη 

κία πνιύ δεκνθηιήο κέζνδνο. Η κέζνδνο απηή βαζίδεηαη ζηηο παξαθάησ 

επαλαιεπηηθέο ζρέζεηο: 

 














 








n

ij

k

jij

i

j

k

jiji

ii

k

i

k

i xAxAb
A

xx
)(

1

1

)1()()1( 1
   i=1,2,…,n 

 

Είλαη θαλεξό από ηελ παξαπάλσ ζρέζε όηη ζηε κέζνδν απηή, ν 

ππνινγηζκόο ηνπ )1( k

ix  ρξεηάδεηαη ηηο «λέεο ηηκέο» 
)1( k

jx  γηα ij   θαη ηηο 

«παιαηέο ηηκέο»  
)(k

jx  γηα ij  . Λέγνληαο «λέεο ηηκέο» ελλννύκε ηηο ηηκέο 

πνπ έρνπλ ήδε ππνινγηζηεί ζηελ ηξέρνπζα επαλάιεςε ελώ σο «παιαηέο 

ηηκέο» ζεσξνύληαη απηέο πνπ ππνινγίζηεθαλ ζηελ ακέζσο πξνεγνύκελε 

επαλάιεςε. 

Σην παξάδεηγκα πνπ αθνινπζεί επηιύεηαη κε ηε κέζνδν Gauss-

Seidel ην γξακκηθό ζύζηεκα: 

 

5x-2y+3z=-1 

-3x+9y+z=-5 

 x-y-7z=15 

 

Ωο αξρηθή ηηκή ρξεζηκνπνηείηαη ην δηάλπζκα: 

 



































0

0

0

z

y

x

 

 

 Οη επαλαιεπηηθέο ζρέζεηο πνπ επηιύνπλ ην ζπγθεθξηκέλν 

πξόβιεκα είλαη: 
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5

1
32

5

1 )()()1(  iii zyx  

 
9

5
3

9

1 )()1()1(   iii zxy  

 
7

15

7

1 )1()1()1(   iii yxz
 

 

Η ιύζε είλαη: 

 





































2

0

1

z

y

x

 

 

θαη όπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα πνπ αθνινπζεί πξνζεγγίδεηαη ζε 7 

επαλαιήςεηο.  

  

 

 
 

 

Σρήκα 3.5 Εθαξκνγή ηεο κεζόδνπ Gauss-Seidel ζηε ιύζε γξακκηθνύ 

ζπζηήκαηνο κε ηε Mathematica. 
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3.6 ΑΠΑΛΟΙΦΗ GAUSS-JORDAN 

 

 Η κέζνδνο Gauss-Jordan ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ επίιπζε 

γξακκηθώλ ζπζηεκάησλ. Εθηειώληαο θαηάιιεινπο κεηαζρεκαηηζκνύο 

ζηνλ ιεγόκελν επαπμεκέλν πίλαθα ηνπ ζπζηήκαηνο, πνπ απνηειείηαη από 

ηνλ πίλαθα Α θαη ην δηάλπζκα b, ώζηε ν πίλαθαο Α λα θαηαζηεί 

κνλαδηαίνο, ηόηε ηα ζηνηρεία ηνπ κεηαζρεκαηηζκέλνπ δηαλύζκαηνο b 

είλαη ε δεηνύκελε ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο. 

  

 

 
 

 

Σρήκα 3.6 Επίιπζε γξακκηθνύ ζπζηήκαηνο κε ηελ εληνιή LinearSolve 

θαη κε ηε κέζνδν Gauss-Jordan ζηε Mathematica. 

 

 



36 
 

Μπνξεί όκσο λα ρξεζηκνπνηεζεί θαη γηα ηελ εύξεζε ηνπ 

αληηζηξόθνπ ελόο ηεηξαγσληθνύ πίλαθα. Αλ εθηειέζνπκε ηνπο παξαπάλσ 

κεηαζρεκαηηζκνύο ζηνλ πίλαθα Α θαη ζπγρξόλσο ζηνλ κνλαδηαίν πίλαθα 

nn , In, ηόηε ν In ζα κεηαζρεκαηηζηεί ζηνλ αληίζηξνθν πίλαθα ηνπ Α, 

δειαδή ηνλ Α
-1

.  

Σην παξάδεηγκα ηνπ ζρήκαηνο 3.6 ιύλνπκε ην γξακκηθό ζύζηεκα 

ηεο ελόηεηαο 3.4, δειαδή ην: 

 

x+y+2z=-1 

2x-y+2z=-4 

4x+y+4z=-2 

 

 

Αξρηθά ην ζύζηεκα ιύλεηαη κε ηελ εληνιή LinearSolve ηεο 

Mathematica θαη ζηε ζπλέρεηα κε ηελ εληνιή RowReduce, ε νπνία 

πινπνηεί ηε κέζνδν Gauss-Jordan. Ο επαπμεκέλνο πίλαθαο ηνπ 

ζπζηήκαηνο είλαη πξνθαλώο ν πίλαθαο: 

 

 

























2414

4212

1211

E  

 

 

 

3.7 ΙΓΙΟΣΙΜΔ ΚΑΙ ΙΓΙΟΓΙΑΝΤΜΑΣΑ ΠΙΝΑΚΑ 

 

Οη ηδηνηηκέο ιi ελόο πίλαθα Α πξνθύπηνπλ από ηε ιύζε ηεο 

ιεγόκελεο ραξαθηεξηζηηθήο εμίζσζεο: 

 

  0det  IA   

 

Σηε ζπλέρεηα ιύλνληαο ην ζύζηεκα: 

 

  0 ii xIA   

 

γηα θάζε ηδηνηηκή ιi θαη βξίζθνπκε ην ηδηνδηάλπζκα xi πνπ ηεο 

αληηζηνηρεί. 
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Σε θάζε ηδηνηηκή κπνξεί λα αληηζηνηρνύλ θαη πεξηζζόηεξα από έλα 

ηδηνδηαλύζκαηα αλάινγα κε ηελ πνιιαπιόηεηα ηεο ιη σο ξίδαο ηεο 

ραξαθηεξηζηηθήο εμίζσζεο.  

Σην παξάδεηγκα πνπ αθνινπζεί βξίζθνπκε κε ηηο θαηάιιειεο 

εληνιέο ηεο Mathematica ην ραξαθηεξηζηηθό πνιπώλπκν, ηηο ηδηνηηκέο 

θαη ηα ηδηνδηαλύζκαηα ηνπ πίλαθα: 

 















 



100

441

1282

A  

 

 

 
 

 

Σρήκα 3.7 Εύξεζε ησλ ηδηνηηκώλ θαη ησλ ηδηνδηαλπζκάησλ ελόο πίλαθα 

κε ηε Mathematica. 

 

 

Οη ηδηνηηκέο βξέζεθαλ όηη είλαη: 2,1,0. Σπλεπώο ν πίλαθαο Α είλαη όκνηνο 

κε ηνλ δηαγώλην πίλαθα: 
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000

010

002

 

 

Καηά ηνλ κεηαζρεκαηηζκό νκνηόηεηαο ην ίρλνο ηνπ πίλαθα 

παξακέλεη ζηαζεξό. Πξάγκαηη παξαηεξνύκε όηη: 

 

Tr(A)=Tr(Δ)  αθνύ -2+4+1=2+1+0 

 

Επίζεο παξαηεξνύκε όηη ν πίλαθαο Α έρεη κεδεληθή ηδηνηηκή. Απηό 

ζεκαίλεη όηη ν πίλαθαο Α δελ είλαη αληηζηξέςηκνο αθνύ από ηε 

ραξαθηεξηζηηθή εμίζσζε, γηα ι=0 παίξλνπκε: 

 

  0det A  
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4. ΠΑΡΑΓΩΓΙΗ ΚΑΙ ΟΛΟΚΛΗΡΩΗ 

ΤΝΑΡΣΗΕΩΝ 

 

4.1 ΓΕΝΙΚΑ 

 

 Σην θεθάιαην απηό ζα αζρνιεζνύκε κε κεξηθά πνιύ ζεκαληηθά 

πξνβιήκαηα ηεο αλάιπζεο όπσο είλαη ε παξαγώγηζε θαη ε νινθιήξσζε 

ζπλαξηήζεσλ. Τν Mathematica πξνζθέξεη ηε δπλαηόηεηα αλαιπηηθώλ 

ππνινγηζκώλ ηεο παξαγώγνπ θαη ηνπ αόξηζηνπ θαη νξηζκέλνπ 

νινθιεξώκαηνο. Επίζεο ππάξρεη θαη ε δπλαηόηεηα εθαξκνγήο 

αξηζκεηηθώλ κεζόδσλ. 

 

 

 

4.2 ΠΑΡΑΓΩΓΟ ΤΝΑΡΣΗΗ 

 

 Η ηηκή f΄(x0) ηεο παξαγώγνπ κηαο ζπλάξηεζεο f(x) ζε έλα ζεκείν 

x0, όπσο είλαη γλσζηό, ππνινγίδεηαη από ην παξαθάησ όξην: 

 

  
   

h

xfhxf
xf

h

00

0
0 lim






 

 

 Η ζπλάξηεζε f(x) είλαη παξαγώγηζηκε ζην x0 εθόζνλ ην παξαπάλσ 

όξην ππάξρεη. Σηελ πξάμε αληί ηνπ παξαπάλσ νξηζκνύ, ρξεζηκνπνηνύκε 

ηνπο γλσζηνύο θαλόλεο παξαγώγηζεο γηα ηνλ αλαιπηηθό ππνινγηζκό ηεο 

παξαγώγνπ κηαο ζπλάξηεζεο ζε θάζε ζεκείν ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο. 
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Σηελ αξηζκεηηθή αλάιπζε είλαη πνιύ ρξήζηκν λα κπνξνύκε λα 

ππνινγίζνπκε πξνζεγγηζηηθά ηηο παξαγώγνπο κηαο ζπλάξηεζεο όηαλ 

γλσξίδνπκε ηηο ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο ζηα ζεκεία: …x-1, x0, x1, … 

Γηα ηζαπέρνληα ζεκεία, κε απόζηαζε έζησ h, έρνπκε ηνπο παξαθάησ 

ηύπνπο γηα λα ππνινγίζνπκε ηελ ηηκή ηεο παξαγώγνπ ζην x0: 

 

Πξνο ηα εκπξόο δηαθνξέο: 

 

   
   

h

xfxf
xf 01

0


  

 

Πξνο ηα πίζσ δηαθνξέο: 

 

 
   

h

xfxf
xf 10

0


  

 

Κεληξηθέο δηαθνξέο: 

 

 
   

h

xfxf
xf

2

11
0


  

 

Σηε ζπλέρεηα δίλνληαη θάπνηα παξαδείγκαηα ππνινγηζκνύ 

παξαγώγσλ ζηε Mathematica. 

 Αξρηθά ππνινγίδεηαη ε πξώηε θαη ε δεύηεξε παξάγσγνο ηεο 

ζπλάξηεζεο: 

 

  1435 23  xxxxf  

 

Σηελ εληνιή D[f[x],x] κε ηελ νπνία εθηειείηαη ε παξαγώγηζε 

πξέπεη λα δειώζνπκε όηη ε παξαγώγηζε γίλεηαη σο πξνο ηε κεηαβιεηή x.  

Με ηελ εληνιή Plot γίλνληαη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηεο 

ζπλάξηεζεο f(x) θαζώο θαη ηεο πξώηεο θαη ηεο δεύηεξεο παξαγώγνπ ηεο 

ζην δηάζηεκα: 

 

44  x  

 



41 
 

Σηε ζπλέρεηα ππνινγίδεηαη ε κεξηθή παξάγσγνο σο πξνο x ηεο 

ζπλάξηεζεο δύν κεηαβιεηώλ: 

 

   xyyxyxf 233, 2   

 

  
 

Σρήκα 4.1 Υπνινγηζκνί παξαγώγσλ ζηε Mathematica. 
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Σρήκα 4.2 Γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο ηνπ πξνεγνύκελνπ 

ζρήκαηνο θαη ησλ παξαγώγσλ ηεο. 

 

 

 

4.3 ΑΟΡΙΣΟ ΚΑΙ ΟΡΙΜΕΝΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ 

 

Έλα από ηα βαζηθά πξνβιήκαηα ζηα καζεκαηηθά είλαη ν 

ππνινγηζκόο ηνπ νινθιεξώκαηνο κηαο ζπλάξηεζεο πξαγκαηηθήο 

κεηαβιεηήο. Η Mathematica δίλεη ηε δπλαηόηεηα αλαιπηηθνύ 
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ππνινγηζκνύ ηνπ αόξηζηνπ νινθιεξώκαηνο (παξάγνπζα ζπλάξηεζε), 

θαζώο επίζεο θαη ηνπ αθξηβνύο ππνινγηζκνύ ηνπ νξηζκέλνπ 

νινθιεξώκαηνο. Αθνινπζνύλ παξαδείγκαηα. 

Σην ζρήκα 4.3 θαίλεηαη θαη ν ππνινγηζκόο ηνπ κήθνπο ηεο 

θακπύιεο: 

 

xxy 53 2   

 

από ην x=1 έσο ην x=2, κε ρξήζε ηνπ ηύπνπ: 

 

   

b

a

dxxyL 2][1   

 

Σηελ εληνιή Integrate δίλνπκε ηελ νινθιεξσηέα ζπλάξηεζε, ηε 

κεηαβιεηή σο πξνο ηελ νπνία ζα γίλεη ε νινθιήξσζε θαη αλ ην 

νινθιήξσκα είλαη νξηζκέλν δίλνπκε θαη ηα όξηα νινθιήξσζεο.  

 

 

  
 

 



44 
 

 
 

 

Σρήκα 4.3 Παξαδείγκαηα ππνινγηζκνύ νινθιεξσκάησλ ζηε 

Mathematica. 

 

Γηα ηνλ ππνινγηζκό νινθιεξσκάησλ κε ζπγθεθξηκέλα όξηα έρνπλ 

αλαπηπρζεί δηάθνξεο αξηζκεηηθέο κέζνδνη. Όιεο εθθξάδνπλ ην 

δεηνύκελν νινθιήξσκα σο άζξνηζκα ησλ ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο ζε n 

ζπγθεθξηκέλα ζεκεία xi ζην δηάζηεκα νινθιήξσζεο, 

πνιιαπιαζηαζκέλσλ κε θαηάιιειεο ζηαζεξέο wi: 

 

    




b

a

n

i

ii xfwdxxf
1

 

 

Αλ ηα ζεκεία είλαη ηζαπέρνληα, νη κέζνδνη παξάγνπλ ηύπνπο ζηε 

γεληθή θαηεγνξία ησλ ηύπσλ Newton–Cotes. Σε απηήλ ηελ θαηεγνξία 

αλήθνπλ νη κέζνδνη ηξαπεδίνπ θαη Simpson. Καη ζηηο δύν απηέο κεζόδνπο 

ρσξίδνπκε ην δηάζηεκα νινθιήξσζεο ζε ππνδηαζηήκαηα θαη ζε θάζε 

ππνδηάζηεκα ππνινγίδνπκε ην νινθιήξσκα ηεο ζπλάξηεζεο κε ρξήζε 
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ηνπ αληίζηνηρνπ ηύπνπ. Η νινθιεξσηέα ζπλάξηεζε ζε θάζε 

ππνδηάζηεκα πξνζεγγίδεηαη ζηνλ θαλόλα ηνπ ηξαπεδίνπ κε γξακκηθή 

ζπλάξηεζε θαη ζηνλ θαλόλα ηνπ Simpson κε παξαβνιή. 

 

Τύπνο Τξαπεδίνπ: 

 

       



1

0

10
01

2

x

x

xfxf
xx

dxxf  

 

Τύπνο Simpson: 

 

         
2

0

210 4
3

x

x

xfxfxf
h

dxxf  

 

όπνπ: 1201 xxxxh 
 

 Σην πξνεγνύκελν παξάδεηγκα ππνινγίζακε ην νινθιήξσκα ηεο 

ζπλάξηεζεο: 

 

 
  xxxf 53 2   

 

ζην δηάζηεκα [1,2]. Η ηηκή πνπ βξέζεθε ήηαλ 
2

1
 . 

 Σηε ζπλέρεηα ρξεζηκνπνηήζακε ηνλ παξαθάησ θώδηθα (ζρήκα 4.4) 

γηα ηελ εθαξκνγή ηνπ θαλόλα ηνπ Simpson ζηνλ ππνινγηζκό ηνπ ίδηνπ 

νινθιεξώκαηνο. Φξεζηκνπνηήζακε δηάθνξεο ηηκέο ηνπ πιήζνπο ησλ 

ππνδηαζηεκάησλ ζηα νπνία ρσξίδεηαη ην δηάζηεκα νινθιήξσζεο [1,2], 

ώζηε λα δνύκε ηελ εμάξηεζε ηνπ απνηειέζκαηνο από απηήλ ηελ 

παξάκεηξν. Τν πιήζνο ησλ ππνδηαζηεκάησλ, ζηνλ παξαθάησ θώδηθα 

ζπκβνιίδεηαη κε ην γξάκκα m. 

 Τα απνηειέζκαηά καο ζπλνςίδνληαη ζηνλ πίλαθα 4.1 πνπ 

αθνινπζεί. 
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Πίλαθαο 4.1 Εμάξηεζε ηνπ απνηειέζκαηνο από ην πιήζνο ησλ 

δηακεξίζεσλ ζηνλ θαλόλα ηνπ Simpson 

 

m Τηκή Οινθιεξώκαηνο 

50 -0.52574 

100 -0.51310 

150 -0.50879 

200 -0.50661 

250 -0.50530 

300 -0.50442 

 

 

Είλαη θαλεξό από ηα δεδνκέλα ηνπ πίλαθα 4.1 όηη θαζώο ην πιήζνο 

ησλ δηακεξίζεσλ απμάλεηαη ε ηηκή ηνπ νινθιεξώκαηνο πνπ ππνινγίδεηαη 

αξηζκεηηθά κέζσ ηνπ θαλόλα ηνπ Simpson ζπγθιίλεη ζηελ αθξηβή ηηκή 

πνπ είλαη -0.5.   

 

 



47 
 

 
 

Σρήκα 4.4 Εθαξκνγή ηνπ θαλόλα ηνπ Simpson ζην νινθιήξσκα ηνπ 

πξνεγνύκελνπ παξαδείγκαηνο. 
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5. ΔΙΑΦΟΡΙΚΕ ΕΞΙΩΕΙ 
 

5.1 ΓΕΝΙΚΑ 

 

Σην παξόλ θεθάιαην ζα αζρνιεζνύκε κε ηελ επίιπζε Δηαθνξηθώλ 

Εμηζώζεσλ θαη Σπζηεκάησλ Δηαθνξηθώλ Εμηζώζεσλ κε ηε Mathematica.  

 Δηαθνξηθή νλνκάδεηαη ε εμίζσζε ζηελ νπνία εκθαλίδεηαη κία 

άγλσζηε ζπλάξηεζε θαη νη παξάγσγνη απηήο. Αλ επηπιένλ είλαη γλσζηέο 

θάπνηεο ηηκέο ηεο άγλσζηεο ζπλάξηεζεο θαη ησλ παξαγώγσλ ηεο ηόηε 

έρνπκε έλα πξόβιεκα αξρηθώλ ηηκώλ. 

 

 

 

5.2 ΕΠΙΛΤΗ ΔΙΑΦΟΡΙΚΩΝ ΕΞΙΩΕΩΝ ΜΕ ΣΗΝ ΕΝΣΟΛΗ 

DSOLVE 

 

 Σηε ζπλέρεηα ιύλεηαη κε ηελ εληνιή DSolve ηεο Mathematica ην 

πξόβιεκα αξρηθώλ ηηκώλ: 

 

    xxyxy            00 y  

 

Σηελ εληνιή DSolve δίλνπκε ηε δηαθνξηθή εμίζσζε, ηελ αξρηθή ζπλζήθε 

θαη δειώλνπκε επίζεο ηε ζπλάξηεζε θαη ηελ αλεμάξηεηε κεηαβιεηή.  

Η ζπλάξηεζε πνπ ηθαλνπνηεί ηε δηαθνξηθή εμίζσζε θαη ηελ αξρηθή 

ζπλζήθε, δειαδή ε ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο αξρηθώλ ηηκώλ είλαη: 

 

   xeeexy xxx   1  
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Σρήκα 5.1 Επίιπζε δηαθνξηθήο εμίζσζεο κε ηελ εληνιή DSolve. 

 

 

 

5.3 ΤΣΗΜΑΣΑ ΔΙΑΦΟΡΙΚΩΝ ΕΞΙΩΕΩΝ 

 

 Πνιύ ζπρλά παξνπζηάδεηαη ε αλάγθε λα ιύζνπκε έλα ζύζηεκα 

δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ. Γηα παξάδεηγκα ην ζύζηεκα: 

 

     txtyty 23   

 

     txtytx  2  

 

όπνπ νη άγλσζηεο ζπλαξηήζεηο y θαη x εμαξηώληαη από ηελ ίδηα 

αλεμάξηεηε κεηαβιεηή t. 
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Η εληνιή DSolve κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηε ιύζε 

ζπζηεκάησλ δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ όπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα πνπ 

αθνινπζεί.  
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Σρήκα 5.2 Επίιπζε ζπζηήκαηνο δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ κε ηελ εληνιή 

DSolve. 

 

 

 

5.4 ΑΡΙΘΜΗΣΙΚΗ ΕΠΙΛΤΗ ΔΙΑΦΟΡΙΚΩΝ ΕΞΙΩΕΩΝ 

 

 Σηηο πεξηπηώζεηο πνπ κία δηαθνξηθή εμίζσζε δελ κπνξεί λα ιπζεί 

αλαιπηηθά, δειαδή δελ κπνξεί λα ππνινγηζηεί ν ηύπνο πνπ δίλεη ηελ 

άγλσζηε ζπλάξηεζε θαηαθεύγνπκε ζηηο αξηζκεηηθέο κεζόδνπο. 

Υπνινγίδνπκε δειαδή ηηο ηηκέο ηεο άγλσζηεο ζπλάξηεζεο ζεκείν πξνο 

ζεκείν.  Λόγσ ηεο κεγάιεο ζεκαζίαο πνπ έρνπλ νη δηαθνξηθέο εμηζώζεηο, 

έρνπλ αλαπηπρζεί πάξα πνιιέο αξηζκεηηθέο κέζνδνη. Σηελ ζπλέρεηα ζα 

αζρνιεζνύκε κε δύν από απηέο ηηο κεζόδνπο. Θα αλαθεξζνύκε ζηε 

κέζνδν ηνπ Euler, ε νπνία είλαη κία από ηηο πξώηεο κεζόδνπο πνπ 

αλαπηύρζεθαλ αιιά ζήκεξα δελ ρξεζηκνπνηείηαη θαζόινπ. Θα 

πεξηγξάςνπκε κε πεξηζζόηεξε ιεπηνκέξεηα ηε κέζνδν Runge-Kutta 4
εο

 

ηάμεσο, ε νπνία ζεσξείηαη κία από ηηο θαιύηεξεο κεζόδνπο θαη 

ρξεζηκνπνηείηαη επξύηαηα. 
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5.4.1 Μέθοδος Euler 

  Αλ θαη ε κέζνδνο ηνπ Euler δελ ρξεζηκνπνηείηαη ζήκεξα ζπρλά 

ζηελ πξάμε, παξακέλεη ζεκαληηθή γηαηί απνηειεί ηε βάζε γηα ηελ 

αλάπηπμε άιισλ αθξηβέζηεξσλ κεζόδσλ. 

 Έζησ όηη έρνπκε λα επηιύζνπκε ηα πξόβιεκα αξρηθώλ ηηκώλ: 

 

  yxfy , ,     00 yxy   

 

Επνκέλσο, ε επζεία ε πνπ δηέξρεηαη από ην ζεκείν (x0,y0) θαη έρεη θιίζε: 

 

   000 , yxfxy   

 

εθάπηεηαη ζηελ θακπύιε ηεο άγλσζηεο ζπλάξηεζεο y(x), ζην ζεκείν 

απηό. Άξα, γηα κηθξέο κεηαβνιέο ηεο ηηκήο ηνπ x, έζησ Δx, κπνξνύκε λα 

ζεσξήζνπκε πσο ε θακπύιε ηεο y(x) θαη ε επζεία ε πξαθηηθά 

ηαπηίδνληαη. 

Άξα έρνπκε: 

 

xy    

 

θαη  

          xyxfxyyxyxxyxy  000001 ,   

 

Θέηνληαο ην βήκα Δx=h, παίξλνπκε: 

 

      0001 , yxhfxyxy   

 

Ο παξαπάλσ ηύπνο ηνπ Euler καο επηηξέπεη ηνλ ππνινγηζκό ησλ ηηκώλ 

ηεο ζπλάξηεζεο y(x) πνπ είλαη ε ιύζε ηεο δηαθνξηθήο εμίζσζεο. 

Σην παξαθάησ ζρήκα 5.3 δίλεηαη ε γξαθηθή αλαπαξάζηαζε ηεο 

κεζόδνπ ηνπ Euler 
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Σρήκα 5.3 Γξαθηθή αλαπαξάζηαζε ηεο κεζόδνπ Euler [8]. 

 

 

5.4.2  Μέθοδοι Runge-Kutta 

Η κέζνδνο ηνπ Euler ειέγρεη ηελ πξώηε παξάγσγν, δειαδή ηελ 

θιίζε, ηεο άγλσζηεο ζπλάξηεζεο y(x) θαη ππνινγίδεη ηελ επόκελε ηηκή 

ηεο, κε ηε βνήζεηα απηήο ηεο θιίζεο. Αληίζεηα, ε κέζνδνο ησλ Runge– 

Kutta δνθηκάδεη ηελ θιίζε ηεο y(x), κέζσ ηεο δηαθνξηθήο εμίζσζεο, ζε 

πεξηζζόηεξα πξνζεθηηθά επηιεγκέλα ζεκεία θαη απνθαζίδεη ηελ πιένλ 

θαηάιιειε θιίζε, κέζσ ηεο νπνίαο ππνινγίδεη ηελ επόκελε ηηκή. 

Πξόθεηηαη γηα κηα νηθνγέλεηα κεζόδσλ. Η πην ζπλεζηζκέλε 

επηινγή ζηελ πξάμε είλαη ε κέζνδνο Runge-Kutta 4
εο

 ηάμεσο, ε νπνία γηα 

ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο αξρηθώλ ηηκώλ: 

 

 yxfy , ,     00 yxy   

 

βαζίδεηαη ζηηο παξαθάησ ζρέζεηο: 

 

     
6

22 4321
001

KKKK
hxyhxyxy


  

 

όπνπ: 
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  001 , yxfK   









 1002

2
,

2
K

h
y

h
xfK  









 2003

2
,

2
K

h
y

h
xfK  

 3004 , hKyhxfK   
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Σρήκα 5.4 Εθαξκνγή ηεο κεζόδνπ Runge-Kutta 4
εο

 ηάμεσο. Τν βήκα 

είλαη h=0.5. 

 

Σην παξάδεηγκα ηνπ ζρήκαηνο 4.5 εθαξκόδνπκε ηε κέζνδν απηή, 

ζηε Mathematica γηα ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο αξρηθώλ ηηκώλ: 

 

   2xyxy  ,        41 y   

 

Φξεζηκνπνηνύκε ηελ αξρηθή ηηκή y(1)=-4 γηα λα ππνινγίζνπκε ηηο 

ηηκέο ηεο άγλσζηεο ζπλάξηεζεο y(x) ζην δηάζηεκα [1,3]. Τν βήκα 

επηιέρζεθε αξρηθά: h=0.5. Σηε ζπλέρεηα κεηαβάιινπκε ην βήκα ώζηε λα 

δνύκε ηελ επίδξαζε πνπ έρεη ζηε ιύζε. 

 Σηε ζπλέρεηα επηιύνπκε ην ίδην πξόβιεκα αξρηθώλ ηηκώλ κε βήκα 

αξρηθά h=0.25 θαη ζηε ζπλέρεηα h=0.05. Τα απνηειέζκαηα θαίλνληαη ζηα 

ζρήκαηα πνπ αθνινπζνύλ. 



56 
 

 

Σρήκα 5.5 Απνηειέζκαηα γηα h=0.25. 

 

Σρήκα 5,6 Απνηειέζκαηα γηα h=0.05. 
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 Η γεληθή ιύζε ηεο δηαθνξηθήο εμίζσζεο είλαη: 

 

  222  xxAexy x
 

 

Αλ εθαξκόζνπκε ηελ αξρηθή ζπλζήθε y(1)=-4 βξίζθνπκε ηε ζηαζεξά Α. 

Η ηηκή είλαη:  

 

e
A

9
  

 

Σπλεπώο ε αθξηβήο ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο αξρηθώλ ηηκώλ είλαη: 

 

  22
9 2  xxe
e

xy x

  

 

Από απηήλ βξίζθνπκε όηη ε αθξηβήο ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο y(x) ζην 

ζεκείν x=3 είλαη: 

 

   5015.493 y  

Παξαηεξνύκε όηη γηα h=0.5 ην ζθάικα είλαη -49.5015-(-

49.4621)=0.0606 ην νπνίν είλαη πξνζεγγηζηηθά ίζν κε 0.5
4
=0.0625. 

Οκνίσο γηα h=0.25 ην ζθάικα είλαη -49.5015-(-49.4984)=-0.0031 ην 

νπνίν είλαη πξνζεγγηζηηθά ίζν κε 0.25
4
=0.0039. Γηα h=0.05 ην ζθάικα 

είλαη -49.5015-(-49.5015)=0.0000 ην νπνίν είλαη πξνζεγγηζηηθά ίζν κε 

0.05
4
=0.00000625.  

Μπνξεί λα απνδεηρζεί όηη πξάγκαηη ην ζθάικα ηεο κεζόδνπ 

Runge-Kutta 4
εο

 ηάμεσο είλαη Ο(h
4
). Γηα ιόγνπο ζύγθξηζεο ην ζθάικα 

ηεο κεζόδνπ ηνπ Euler είλαη Ο(h). Είλαη θαλεξό όηη ε κέζνδνο Runge-

Kutta είλαη πνιύ αθξηβήο κέζνδνο. Επίζεο είλαη πνιύ γξήγνξε κέζνδνο. 

Γηα όινπο απηνύο ηνπο ιόγνπο ρξεζηκνπνηείηαη επξέσο ζηηο εθαξκνγέο. 
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5.5 ΜΕΣΑΥΗΜΑΣΙΜΟ LAPLACE 

 

 Ο κεηαζρεκαηηζκόο Laplace Y(s), κηαο ζπλάξηεζεο y(x) νξίδεηαη 

από ην νινθιήξσκα: 

 

       



0

dxxyesYxyL sx

 

 

 Γηα λα επηιύζνπκε έλα πξόβιεκα αξρηθώλ ηηκώλ ρξεζηκνπνηώληαο 

ηνλ κεηαζρεκαηηζκό Laplace. Αθνινπζνύκε ηα εμήο βήκαηα. 

Μεηαζρεκαηίδνπκε θαη ηα δύν κέιε ηεο δηαθνξηθήο εμίζσζεο 

κεηαηξέπνληάο ηελ ζε αιγεβξηθή εμίζσζε κε άγλσζην ηνλ 

κεηαζρεκαηηζκό Laplace ηεο δεηνύκελεο ζπλάξηεζεο y(x). Σην βήκα 

απηό θάλνπκε ρξήζε ησλ παξαθάησ πνιύ ρξήζηκσλ ηδηνηήησλ: 

 

       0yssYxyL   

 

 
          ...00 21   ysyssYsxyL nnnn

 

 

όπνπ y(0), y΄(0), … είλαη νη ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο y(x) θαη ησλ 

παξαγώγσλ ηεο γηα x=0. 

Σηε ζπλέρεηα επηιύνπκε ηελ αιγεβξηθή εμίζσζε θαη ππνινγίδνπκε 

ηε ζπλάξηεζε Y(s). Τέινο εθαξκόδνπκε αληίζηξνθν κεηαζρεκαηηζκό 

Laplace θαη βξίζθνπκε ηελ άγλσζηε ζπλάξηεζε y(x). Αθνινπζεί ε 

επίιπζε κε ηε κέζνδν απηή ηνπ πξνβιήκαηνο αξρηθώλ ηηκώλ: 

 

      xxyxyxy sin65   

  00 y ,   10 y  



59 
 

 Υπνινγίδνπκε μερσξηζηά ην κεηαζρεκαηηζκό Laplace ηνπ πξώηνπ 

θαη ηνπ δεπηέξνπ κέινπο ηεο δηαθνξηθήο εμίζσζεο. Σηε ζπλέρεηα ιύλεηαη 

ε αιγεβξηθή εμίζσζε πνπ πξνθύπηεη θαη ππνινγίδεηαη ε ζπλάξηεζε Y(s). 

Τέινο, κε εθαξκνγή ηνπ αληίζηξνθνπ κεηαζρεκαηηζκνύ Laplace 

ππνινγίδεηαη ε ιύζε y(x) ηεο δηαθνξηθήο εμίζσζεο. 

 

 

 

Σρήκα 5.7 Επίιπζε δηαθνξηθήο εμίζσζεο κε ηε κέζνδν ηνπ 

κεηαζρεκαηηζκνύ Laplace ζηε Mathematica. 
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6. ΤΑΛΑΝΤΩΣΔΙΣ 
 

 

6.1 ΓΔΝΙΚΑ 

 

Σην παξόλ θεθάιαην ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηηο κεζόδνπο επίιπζεο 

δηαθνξηθώλ εμηζώζεωλ πνπ παξνπζηάζηεθαλ ζην θεθάιαην 5 ζηε κειέηε 

ηωλ ηαιαληώζεωλ. Παξνπζηάδνληαη παξαδείγκαηα ειεύζεξωλ θαη 

εμαλαγθαζκέλωλ ηαιαληώζεωλ ελόο θαη δύν βαζκώλ ειεπζεξίαο.  

 

 

 

6.2 ΦΘΙΝΟΥΣΔΣ ΤΑΛΑΝΤΩΣΔΙΣ 

  

Έζηω όηη ζέινπκε λα κειεηήζνπκε ηελ ηαιάληωζε ηνπ απινύ 

ζπζηήκαηνο ελόο βαζκνύ ειεπζεξίαο πνπ θαίλεηαη ζην ζρήκα 6.1. Η 

δηαθνξηθή εμίζωζε πνπ πεξηγξάθεη ηελ θζίλνπζα ηαιάληωζε ηνπ 

ζπζηήκαηνο είλαη: 

 

       0 tkxtxctxm    

 

Η ηδηνζπρλόηεηα ηαιάληωζεο ηνπ αληίζηνηρνπ κεραληθνύ 

ζπζηήκαηνο ρωξίο ηνλ απνζβεζηήξα είλαη: 

 

m

k
n   
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Η θξίζηκε ηηκή ηεο ζηαζεξάο απόζβεζεο c είλαη: 

 

mkccr 2  

 

 

 

 

Σρήκα 6.1 Μεραληθό ζύζηεκα ελόο βαζκνύ ειεπζεξίαο κε ειαηήξην θαη 

απνζβεζηήξα [10]. 

 

Ο ιόγνο απόζβεζεο J νξίδεηαη από ηε ζρέζε: 

 

crc

c
J   

 

Η ηδηνζπρλόηεηα ωd ηνπ ζπζηήκαηνο δίλεηαη από ηε ζρέζε: 
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21 Jnd   

 

εθόζνλ βέβαηα J<1 (Υπν-απνζβελύκελε ηαιάληωζε) 

Γηα ην ζύζηεκα ηνπ ζρήκαηνο 6.1 ζα ζεωξήζνπκε όηη γηα t=0 βξίζθεηαη 

ζηε ζέζε x=0.1 θαη έρεη κεδεληθή αξρηθή ηαρύηεηα. Δειαδή, νη αξρηθέο 

ζπλζήθεο είλαη: 

 

  1.00 x   θαη   00 x  

 

Επίζεο ππνζέηνπκε ηηο ηηκέο: m=1, k=100 θαη c=1. Όιεο νη ηηκέο 

ζεωξείηαη όηη είλαη ζην Δηεζλέο Σύζηεκα. 

Σηε ζπλέρεηα επηιύνπκε ην πξόβιεκα αξρηθώλ ηηκώλ κε ηελ 

εληνιή DSolve. Η ιύζε, δειαδή ε ζπλάξηεζε x(t) θαη ε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο θαίλνληαη ζην παξαθάηω ζρήκα. 
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Σρήκα 6.2 Μειέηε θζίλνπζαο ηαιάληωζεο ζηε Mathematica κε ηελ 

εληνιή DSolve. 

 

Σηε ζπλέρεηα ην ίδην πξόβιεκα ιύλεηαη αξηζκεηηθά κε ηελ εληνιή 

NDSolve.  
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Σρήκα 6.3 Μειέηε θζίλνπζαο ηαιάληωζεο ζηε Mathematica κε ηελ 

εληνιή NDSolve. 

 

Σηελ εληνιή NDSolve κπνξνύκε λα δειώζνπκε ηε κέζνδν κε ηελ 

νπνία ζέινπκε λα ρξεζηκνπνηεζεί από ηε Mathematica γηα ηελ επίιπζε 

ηεο δηαθνξηθήο εμίζωζεο. Αληηθαζηζηώληαο ηελ εληνιή NDSolve ηνπ 

παξαπάλω παξαδείγκαηνο κε ηελ: 

 

δειώλνπκε όηη ζέινπκε λα ρξεζηκνπνηεζεί ε κέζνδνο Runge-Kutta ε 

νπνία παξνπζηάζηεθε ζηελ ελόηεηα 5.4.2. Τν απνηέιεζκα πνπ δίλεη ε 

Mathematica γηα ην πξόβιεκα ηεο θζίλνπζαο ηαιάληωζεο είλαη:  

Παξαηεξνύκε όηη νη δύν παξαπάλω αξηζκεηηθέο επηιύζεηο ηεο 

δηαθνξηθήο εμίζωζεο ηεο θζίλνπζαο ηαιάληωζεο παξνπζηάδνπλ πνιύ 

κεγάιε αθξίβεηα θαη νπζηαζηηθά ηαπηίδνληαη κε ηελ αλαιπηηθή ιύζε. 
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Σρήκα 6.4 Αξηζκεηηθή επίιπζε ηεο δηαθνξηθήο εμίζωζεο πνπ πεξηγξάθεη 

ηε θζίλνπζα ηαιάληωζε κε ηε κέζνδν Runge-Kutta. 

 

 

 

6.3 ΔΞΑΝΑΓΚΑΣΜΔΝΔΣ ΤΑΛΑΝΤΩΣΔΙΣ 

 

 Έζηω όηη ζην κεραληθό ζύζηεκα ηνπ ζρήκαηνο 5.8 αζθείηαη κία 

εμωηεξηθή πεξηνδηθή δύλακε. Η εμίζωζε θίλεζεο γίλεηαη: 

 

       tFtkxtxctxm  cos0
  

 

 Αλ ε θπθιηθή ζπρλόηεηα Ω ηεο δηεγείξνπζαο δύλακεο είλαη ίζε κε 

ηελ ηδηνζπρλόηεηα ωd ηνπ κεραληθνύ ζπζηήκαηνο ηόηε έρνπκε 

ζπληνληζκό θαη ην πιάηνο ηεο εμαλαγθαζκέλεο ηαιάληωζεο γίλεηαη 

κέγηζην. Γηα ζπρλόηεηεο Ω θνληά ζηελ ωd ην πιάηνο έρεη γεληθά 

κεγαιύηεξεο ηηκέο ζε ζρέζε κε ηελ πεξίπηωζε ε Ω λα δηαθέξεη πνιύ από 

ηελ ωd.  

 Σηε ζπλέρεηα παξαζέηνπκε δύν παξαδείγκαηα επίιπζεο κε ηε 

Mathematica ηεο παξαπάλω δηαθνξηθήο εμίζωζεο γηα F0=20 θαη γηα δύν 

δηαθνξεηηθέο ηηκέο ηεο Ω, κία καθξηά θαη κία πνιύ θνληά ζην 

ζπληνληζκό.    
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Σρήκα 6.5 Εμαλαγθαζκέλε ηαιάληωζε καθξηά από ην ζπληνληζκό. 
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Σρήκα 6.6 Εμαλαγθαζκέλε ηαιάληωζε θνληά ζην ζπληνληζκό. 
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 Καη ζηηο δύν πεξηπηώζεηο εμαλαγθαζκέλωλ ηαιαληώζεωλ πνπ 

κειεηήζεθαλ παξαηεξνύκε όηη κεηά από ιίγεο πεξηόδνπο ην ζύζηεκα 

θηάλεη ζε κία κόληκε θαηάζηαζε όπνπ ηαιαληώλεηαη κε ζηαζεξό πιάηνο 

θαη κε ζπρλόηεηα ίζε κε ηε ζπρλόηεηα ηνπ δηεγέξηε. Φπζηθά, θνληά ζηνλ 

ζπληνληζκό ην πιάηνο ηεο εμαλαγθαζκέλεο ηαιάληωζεο είλαη 

κεγαιύηεξν. 

 

 

 

6.4 ΤΑΛΑΝΤΩΣΔΙΣ ΓΥΟ ΒΑΘΜΩΝ ΔΛΔΥΘΔΡΙΑΣ 

 

 Θα κειεηήζνπκε ηελ ειεύζεξε ηαιάληωζε ελόο ζπζηήκαηνο δύν 

βαζκώλ ειεπζεξίαο ρωξίο απόζβεζε. Τν ζύζηεκα θαίλεηαη ζην 

παξαθάηω ζρήκα. 

 

 

Σρήκα 6.7 Σύζηεκα δύν βαζκώλ ειεπζεξίαο ρωξίο απόζβεζε. 

 

Γηα ιόγνπο απιόηεηαο ζέηνπκε: m1=m2=m θαη k1=k2=k3=k. Οη 

δηαθνξηθέο εμηζώζεηο πνπ πεξηγξάθνπλ ην ζύζηεκα είλαη: 

m1:  02 211  kxkxxm   

m2:  02 212  kxkxxm   

Έζηω m=1 θαη k=100. Τν ζύζηεκα γίλεηαη: 

 

0100200 211  xxx  

0200100 212  xxx  
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Σηε ζπλέρεηα ην ζύζηεκα απηό ζα επηιπζεί ζηε Mathematica κε ηελ 

εληνιή DSolve θαη κε ηε κέζνδν ηωλ ηδηνηηκώλ-ηδηνδηαλπζκάηωλ.  

 

 

 

Σρήκα 6.8 Επίιπζε πξνβιήκαηνο ηαιάληωζεο δύν βαζκώλ ειεπζεξίαο κε 

ηελ εληνιή DSolve. 
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Τν παξαπάλω ζύζηεκα γξάθεηαη ζε κεηξωηθή κνξθή ωο εμήο: 

 































2

1

2

1

200100

100200

x

x

x

x




 

 

Σην παξάδεηγκα πνπ αθνινπζεί ππνινγίδνληαη νη ηδηνηηκέο θαη ηα 

ηδηνδηαλύζκαηα ηνπ πίλαθα ηνπ ζπζηήκαηνο θαη ζηε ζπλέρεηα επηιύεηαη 

ην ζύζηεκα. 

 

 

 

 

Σρήκα 6.9 Ιδηνηηκέο θαη ηδηνδηαλύζκαηα ηνπ πίλαθα ηνπ ζπζηήκαηνο 

δηαθνξηθώλ εμηζώζεωλ. 
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7. ΤΜΠΕΡΑΜΑΣΑ 
 

Το λογιζμικό Mathematica είναι ένα πολύ ιζσςπό μαθημαηικό 

επγαλείο με μεγάλο εύπορ εθαπμογών. Χαπακηηπιζηικό ηος είναι η 

δςναηόηηηα εκηέλεζηρ ζςμβολικών ςπολογιζμών. Έηζι ζε ανηίθεζη με 

ηιρ ζςνηθιζμένερ γλώζζερ ππογπαμμαηιζμού, η Mathematica έσει ηη 

δςναηόηηηα να δίνει αναλςηικέρ λύζειρ. 

Σηην παπούζα επγαζία με σπήζη ηηρ Mathematica 

ανηιμεηωπίζηηκαν πποβλήμαηα επίλςζηρ εξιζώζεων, γπαμμικήρ 

άλγεβπαρ, ανάλςζηρ και διαθοπικών εξιζώζεων. Παποςζιάζηηκαν 

αναλςηικέρ και απιθμηηικέρ λύζειρ και ζε πολλέρ πεπιπηώζειρ αςηέρ 

ζςγκπίθηκαν μεηαξύ ηοςρ. 

Με ηην επγαζία αςηή αποκηήθηκε ζημανηική εμπειπία ζηη σπήζη 

και ηην ανάπηςξη ππογπαμμάηων ζηη Mathematica καθώρ και ζηην 

εθαπμογή απιθμηηικών μεθόδων για ηην επίλςζη πποβλημάηων ηων 

εθαπμοζμένων μαθημαηικών.  
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